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C A L C U L S  F IN IS  E T  IN F IN IS  

SUR LE S  T E R M E S  C O M B IN A TO IR E S

R. Canal et J. V ig n o lle *

IN T R O D U C T IO N

Tou t p ro gram m e pouvant ê tre  tradu it en une lam b da -exp ress ion  ou 

en un te rm e  com b in ato ire  ^8 , 15 , 17 , 18 , 22 , Z4~\ i l  s 'en su it que 

l'exécu tion  d'un p rogram m e é c r it  en Log iqu e com binato ire  consiste en la  

réduction du te rm e  qui le  rep résen te . Si l 'o n  appelle  fo rm e  n orm ale  toute 

exp ress ion  ir réd u c tib le , le  p rob lèm e de la  term in a ison  des p rogram m es  

[ l9  , 2 è ] dev ien t a lo rs  équ iva lent à ce lu i de l 'e x is te n c e  de la  fo rm e 

n orm ale . D iffé re n te s  approches en ont été fa ites  en considérant so it le  

p rocessu s de réduction  [ l è ]  ou la  th éorie  des types ^25^ so it la  

com p lex ité  de réduction . Dans ce cas, un te rm e  com binato ire  a une fo rm e 

norm ale  si son nom bre d 'étapes  de réduction es t fin i ; on peut donc con s i­

d é re r  ce nom bre d 'étapes  com m e une m esu re  de com p lex ité  dynam ique. 

Une te lle  dém arche a été su ivie par D ezan i-C ian cag lin i et Ronchi D e lla  

R occa  en lam bda -ca lcu l et par Batin i et P e tto ro s s i [ 3J en

Log ique com b in a to ire .

* 1 1 Lan gages et S ystèm es In fo rm a tiq u es ", U n ive rs ité  P au l-S ab a tie r, Toulouse
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CALCULS FINIS ET INFINIS 

SUR LES TERMES COMBINATOIRES 

R. Canal et J. Vignone• 

I - INTRODUCTION 

Tout programme pouvant E!tre traduit en une lambda-expression ou 

en un terme combinatoire [ 8 , 15 , 1 7 , 18 , 22 , 24] il s'ensuit que 

I 'execution d'un programme ecrit en Logique combinatoire consiste en la 

reduction du terme qui le represente, Sil 'on appelle forme normale toute 

r.xpression irreductible, le probleme de la terminaison des programmes 

devient alors equivalent a celui de I 'existence de la forme 

normale. Differente s approches en ont ete faite s en con side rant soit le 

processus de reduction ou la theorie des types [2s] soit la 

complexite de reduction. Dans ce cas, un terme combinatoire a une forme 

normale si son nombre d'etapes de reduction est fini; on peut done consi­

derer ce nombre d'etapes comme une mesure de complexite dynamique. 

Une telle demarche a ete suivie par Dezani-Ciancaglini et Ranchi Della 

Rocca [n] en lambda-calcul et par Batini et Pettorossi en 

Logique combinatoire. 

* 11Langages et Systemes Informatiques", Universite Paul-Sabatier, Toulouse. 
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Cette étude se p lace dans la  suite des travaux de Batin i et 

P e t to ro s s i m a is  ne se l im ite  pas à la  com p lex ité  de calcul sur des bases 

fo rm ées  de com binateurs p r iv i lé g ié s  (I , K , S . . . ) . De plus, nous cernons 

de m an ière  plus p ré c is e  l 'é vo lu tio n  du calcu l en Log iqu e com b inato ire  en 

défin issan t de n ou ve lles  m esu res  de com p lex ité  dynam iques. A in s i, nous 

avons m o d ifié  la  dé fin ition  du nom bre d 'étapes  de calcu l p roposée  par 

Batin i et P e t to ro s s i pour ten ir  com pte des va r ia b le s  concaténées à la  

d ro ite  du com binateur. Cette nouvelle  m esu re  es t m ieu x adaptée à la  

structure des com binés. Ensu ite, nous avons défin i :

- l 'a r i t é  du com binateur qui est le  nom bre m in im a l de v a r ia b le s  

q u 'il faut lu i con caténer pour ob ten ir la  fo rm e  norm ale  si e l le  ex is te ,

- la  pu issance de ré é c r itu re  qui es t la  longueur des fo rm e s  n o r ­

m a les  des com binés p ro p res ,

- la  pu issance de réduction  qui es t la  d iffé ren ce  en tre la  longueur 

du com biné que l 'o n  veut réd u ire  et la  longueur de sa fo rm e  n o rm a le .

Ces n ou ve lles  m esu res  de com p lex ité  p erm etten t de m ieu x r e p r é ­

sen ter le  p ro cessu s  de réduction  des te rm es  com b in ato ires  par la  rè g le  

d 'appel par nom.

D 'au tre  pa rt, l 'e n s em b le  des com binateurs es t d iv isé  en sous- 

en sem b les  suivant le u rs  e ffe ts  £12]  , c 'e s t - à -d ir e ,  le u r  action  sur

le s  v a r ia b le s  qui le u r  sont concaténées. Cette d iv is ion  p erm et de d é fin ir  

des bases  g én é ra le s  et d 'é ta b lir  des conditions d 'ex is ten ce  ou de non- 

ex is ten ce  de la  fo rm e  n orm ale  suivant la  pu issance de réduction des 

com binateurs form an t la  base sur laqu elle  le s  te rm es  com b in ato ires  

sont é c r its .
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Cette etude se place dans la suite des travaux de Batini et 

Pettorossi mais ne se limite pas a la complexite de calcul sur des bases 

formees de combinateurs privilegies (I, K, S ... ) . De plus, nous cernons 

de maniere plus precise l'evolution du calcul en Logique combinatoire en 

definissant de nouvelle& mesures de complexite dynamiques. Ainsi, nous 

avons modifie la definition du nombre d'etapes de calcul proposee par 

Batini et Pettorossi pour tenir compte des variables concatenees a la 

droite du combinateur. Cette nouvelle me sure est mieux adaptee a la 

structure des combines. Ensuite, nous avons defini : 

- l'arite du combinateur qui est le nombre minimal de variables 

qu 'il faut lui concatener pour obtenir la forme normale si elle existe, 

- la puissance de reecriture qui est la longueur des formes nor­

males des combines propres, 

- la puissance de reduction qui est la difference entre la longueur 

du combine que l 'on veut reduire et la longueur de ea forme normale. 

Ces nouvelles mesures de complexite permettent de mieux repre­

senter le processus de reduction des termes combinatoires par la regle 

d'appel par nom. 

D'autre part, l'ensemble des combinateurs est divise en sous-

ensembles suivant leurs effete , c'est-a-dire, leur action sur 

lee variables qui leur sont concaten~es. Cette division permet de definir 

des bases generales et d'etablir des conditions d'existence ou de non­

existence de la forme normale suivant la puissance de reduction des 

combinateurs formant la base sur laquelle les termes combinatoires 

sont ecrits. 



Il - D E F IN IT IO N S  P R E L IM IN A IR E S

Soit V  un ensem ble in fin i dénom brable de v a r ia b le s  et V  un 

ensem ble in fin i dénom brable de constantes. L a  log iqu e com b in ato ire  a 

pour alphabet

A  = ( A j  . A 2 . . .  A a . . .  ( . ) . = • > .  Xj . x2 . . .  xm . . .  ) 

ou V i  A . €  v  e t Y j  £  V

Nous ap p e lleron s  te rm e  com b in ato ire  le s  m ots du langage engendré 

par la  g ra m m a ire  suivante, d 'ax iom e Z

M I Z M | Z (T )

A . | x.
1 , J

Z M I Z (T )

Un com binateur est un te rm e  com b in ato ire  constitué uniquem ent de 

constantes, e t  tout ensem ble non v ide  de constantes se ra  une base.

Un com biné es t un com binateur auquel es t concaténé une suite de 

va r iab les  souvent appe lées  argum ents du com binateur.

L 'id en t ité  syntaxique se ra  notée " = "  , tandis que la  re la tion  

"  X  se rédu it en Y  "  sera  notée X  ^  Y  .

Nous d irons que le  com biné X 1 es t obtenu à p a r t ir  de X  en i  

étapes de ca lcu l e t nous noterons X  X* s 'i l  e x is te  i  te rm es

X 1 , X 2 . . .  X 1 €  (V  U V ') *  te ls  que

X  C> X 1 >  X 2 . . .  C> X 1' 1 l>  X 1

Nous d és ign eron s, éga lem ent, par ^  la  fe rm etu re  tra n s it iv e  de

et p a r  f  (X ) la  fo rm e  norm ale  du te rm e  com b inato ire  X  .
1 n

Ill 

11 - DEFINITIONS PRELIMINAIRES 

Soit V un ensemble infini denombrable de variables et V' un 

i,nsemble infini denombrable de constantes. La logique combinatoire a 

pour alphabet 

A ... (. ) • 
n 

• [> 

OU V' et V 

Nous appellerons terme combinatoire les mots du langage engendre 

par la grammaire suivante, d'axiome Z 

z ---+ 
M ---+ 
T ~ 

M 

A. 
l 

ZM 

ZM Z (T) 

x. 
J 

Z (T) 

Un combinateur est un terme combinatoire constitue uniquement de 

constantes, et tout ensemble non vide de constantes sera une base. 

Un combine est un combinateur auquel est concatene une suite de 

variables souvent appelees arguments du combinateur. 

L'identite syntaxique se ra notee "=" , tandis que la relation 

" X se reduit en Y " sera notee X [> Y . 

Nous dirons que le combine X
1 

est obtenu a partir de X en i 

.,;tapes de cal cul et nous noterons X '? X
1 

s'il existe i termes 

x 1 
• x 2 

... x 1 € (v U v•)* tels que 

[> xz 
I 

tr' X1-l 

Nous designerons, egalement, par C> la fermeture transitive de 

et par f {X) la forme normale du terme combinatoire X . 
n 
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I I I  - M ESU RES DE C O M P L E X IT E  EN  LO G IQ UE C O M B IN A TO IR E

Nous rappelons, tout d 'abord , le s  ax iom es de B atin i e t P e tto ro ss l 

qui sont bien adaptés à la  Log iqu e com b inato ire , ensuite, nous donnons 

le s  dé fin ition s  des d iffé ren tes  m esu res  de com p lex ité  u tilis é e s .

/

1. L e s  ax iom es  de B atin i - P e tto ro s s i M

D éfin ition  : s es t une m esu re  de com p lex ité  statique si :

1) s e s t  une app lica tion  récu rs iv e  de l 'en s em b le  des corn- 

b inateu rs dans ce lu i des en tie rs .

2) Quel que so it l 'e n t ie r  n , le  nom bre de com binateurs 

X  te ls  que s (X ) = n es t fin i.

C es deux ax iom es  sont équ ivalents à ceux de B LU M  M pour 

le s  m esu res  de ta il le  ; en e ffe t , on sa it que tout p rogram m e peut se t r a ­

du ire  par un com binateur et, qu 'in versem en t, tout com binateur rep résen te 

un p ro g ra m m e .

L 'e x é cu tio n  d'un p ro g ra m m e équivaut à la  réduction  du com binateur 

qui le  r ep ré sen te , en sa fo rm e  n orm ale  lo r s q u 'e lle  ex is te . Si l e  com bina­

teu r possède  une fo rm e  n o rm a le , ce la  veut d ire  que le  p ro g ra m m e se t e r ­

m ine et, dans ce c a s - là , la  fo rm e  n orm ale  es t l e  résu lta t du p rogram m e. 

Sinon, le  ca lcu l ne s 'a r r ê te  pas.

D é fin ition  : t e s t  une m esu re  de com p lex ité  dynam ique si :

1) t e s t une app lica tion  ré c u rs iv e  p a r t ie lle  de l'en sem b le  

des com binateu rs dans celu i des en tie rs .

2) " l e  com binateur X  a une fo rm e  n o rm a le "  im pliqu e que 

"  t (X ) es t d é fin i"  .

3) "  t (X ) es t d é fin i"  im plique que "  X  a une fo rm e  n o r ­

m a le "  es t un p ro b lèm e  décidab le .

4) " t  (X ) = m "  où m  es t un en tie r  e s t  d écidab le .

,1 
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!!! - MESURES DE COMPLEXITE EN LOGIQUE COMBINA TOIRE 

Nous rappelons, tout d'abord, les axiomes de Batini et Pettorosal 

qui 11ont bien adaptes a la Logique combinatoire, en11uite, nous donnons 

les definitions des differentes mesures de complexite utilisees. 

l• Les axiomes de Batini - Pettorossi [3] 

Definition : s est une me sure de complexite statique si 

I) s est une application recursive de !'ensemble des com­

binateurs dans celui des entiers. 

2) Quel que soit l 'entier n , le nombre de combinateurs 

X tels que s (X) = n est fini. 

Ces deux axiomes sont equivalents a ceux de BLUM [ 4] pour 

le s me sure s de taille ; en effet, on sait que tout programme peut se tra­

duire par un combinateur et, qu 'inversement, tout combinateur represent ■ 

un programme. 

L'execution d'un programme equivaut a la reduction du combinateu r 

qui le represente, en sa forme normale lorsqu'elle existe. Si le combina­

teur possede une forme normale, cela veut dire que le progranune se ter­

mine et, dans ce cas-la, la forme normale est le resultat du programme. 

Sinon, le calcul ne s'arrete pas. 

Definition : t est une mesure de complexite dynamique si 

I) t est une application recursive partielle de I 'ensemble 

des combinateurs dans celui des entiers. 

2) "le combinateur X a une forme normale" implique quc, 

11 t (X) est defini" . 

3) " t (X) est defini" implique que 11 X a une forme nor­

male 11 est un probleme decidable. 

4) 11 t (X) = m II ou m est un entier est decidable. 
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On re trou ve  dans cette  dé fin ition  le s  tro is  ax iom es  énoncés par 

A u s ie llo  dans £ l ]

En résu m é, la  com p lex ité  statique d'un com binateur es t inhérente 

au fa it  qu'un com binateur doit ê tre  con s id éré  com m e une exp ress ion  bien 

fo rm ée  en fonction  des com binateurs d'une base spéc ifiqu e . P a r  con tre , 

le s  m esu res  de com p lex ité  dynam iques sont l ié e s  au p rocessu s de réd u c­

tion des te rm e s  com b in ato ires  en fo rm e  n orm ale  et, par conséquent, à 

la  r è g le  de réduction  ch o is ie .

Z. D é fin ition  des m esu res  de com p lex ité  u tilis é es  :

Nous a llon s  d é fin ir  un certa in  nom bre de m esu res  de com p lex ité  

p ro p res  au systèm e fo rm e l de la  Log iqu e  com b in a to ire . L e s  m esu res  s ta ­

tiques s e rv iro n t  à d é c r ir e  la  structure m êm e des te rm es  com b in a to ires , 

tandis que le s  m esu res  dynam iques seron t in trodu ites  dans le  but de r e p r é ­

sen ter so it la  structure de la  fo rm e  n o rm a le , so it l 'é vo lu tio n  des ca lcu ls  

pour ob ten ir cette  fo rm e  n o rm a le . C erta in es  de ces  m esu res  ont é té  p r é ­

sentées par B atin i e t P e tto ro s s i [ 3]  com m e la  longueur, la  p ro fondeur 

de paren thèses e t le  nom bre d 'é tapes  de ca lcu l ; nous am é lio ron s  cette  

d e rn iè re  m esu re  pour ten ir  com pte de l'im p o rta n ce  des va r ia b le s  con ca - 

ténées à la  d ro ite  du com binateur sur la  structure de la  fo rm e n o rm a le . 

A u trem en t d it, le  nom bre d 'é tapes  de ca lcu l d'un com binateur se ra  le  nom ­

b re  de réductions n é c e s sa ire s  pour tra n s fo rm er  le  com biné a s so c ié  en sa 

fo rm e  n o rm a le , ce qui es t une approche plus n a tu re lle .

De m êm e, nous in trodu isons de n ou ve lles  m esu res  dynam iques qui 

nous p erm etten t de m ieu x c e rn e r  le  p ro cessu s  de réduction et la  nature de 

la  fo rm e  n o rm a le , com m e l 'a r i t é ,  la  pu issance de r é é c r itu re  et la  pu issance 

de réduction . D éfin isson s , tout d 'abord , le s  m esu res  statiques :
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On retrouve dans cette definition les trois axiomes enonces par 

Ausiello dane ( 1] 

En resume, la complexite statique d'un combinateur est inherente 

au fait qu'un combinateur doit @tre considere comme une expression bien 

formee en fonction des combinateurs d'une base specifique. Par centre, 

les mesures de complexite dynamiques sont liees au processus de reduc­

tion des termes combinatoires en forme normale et, par consequent, a 
la regle de reduction choisie. 

£· Definition des mesures de complexite utilisees 

Nous allons definir un certain nombre de mesures de complexite 

propres au systeme formel de la Logique combinatoire. Les mesures sta­

tiques serviront a decrire la structure m@me des termes combinatoires, 

tandis que lee mesures dynamiques seront introduites dans le but de repre­

senter soit la structure de la forme normale, soit l'evolution des calculs 

pour obtenir cette forme normale. Certaines de ces mesures ont ete pre-

sentees par Batini et Pettorossi comme la longueur, la profondeur 

de parentheses et le nombre d'etapes de calcul ; nous ameliorons cette 

derniere mesure pour tenir compte de l'importance des variables conca­

tenees a la droite du combinateur sur la structure de la forme normale. 

Autrement dit, le nombre d'etapes de calcul d'un combinateur sera le nom­

bre de reductions necessaires pour transformer le combine associe en sa 

forme normale, ce qui est une approche plus naturelle. 

De m@me, nous introduisons de nouvelles mesures dynamiques qui 

nous permettent de mieux cerner le processus de reduction et la nature de 

la forme normale, comme l'arite, la puissance de reecriture et la puissance 

de reduction. Definissons, tout d'abord, les mesures statiques : 
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2 . M e s u r e s  de co m p le x ité  s ta tiq u es  :

D é fin it ion  : L a  lon g u eu r  d 'u n  te r m e  c o m b in a to ir e  X  , n o tée  } /  (X )

e s t  é g a le  au n o m b re  d 'o c c u r r e n c e s  d 'a to m e s  qui le  c o m p o s e n t . C ette  n otion  

e s t  éq u iv a len te  à c e l le  p lu s  g é n é ra le  de lon g u eu r  de ch a îhe de c a r a c t è r e s .

D é fin it io n  : L a  p r o fo n d e u r  de p a re n th è s e s  d 'un  te r m e  co m b in a to ire

X  n otée  P  P  (X ) e s t  d é fin ie  r é c u r s iv e m e n t  de la  m a n iè re  su ivante :

-  s i X  e s t  un co m b in a te u r  de b a s e , P P  (X ) = 0

-  s i X  = X ( X 2 a lo r s  P  P  (X ) = m a x  (P  P  ( X j )  , P  P  (X 2) )

-  s i X  = X j  (X 2) a lo r s  P  P  (X ) = m a x  (P  P  ( X ^  , P  P  (X 2) + 1 ) .

E x e m p le  : Soit l e s  c o m b in a te u rs  , A  , A ^  te ls  que :

A  = S (K  (K  S) ) (W  (C  (B  B ) S) ) . A  = S K (W  C C) et A  = S K K
I  L* J

a lo r s  P  P  (A  j )  = 3 , P  P  (A 2) = 1 et P  P  (A^) = 0 .

N ou s a i l  on b , m aintenant in tro d u ire  l e s  m e s u r e s  de co m p le x ité  d y n a ­

m iq u e s  l i é e s  à la  s tru ctu re  de la  fo r m e  n o rm a le .

2_r 2 . M e s u r e s  de co m p le x ité  d y n a m iqu es :

D é fin it io n  £1 2 ]  : On a p p e lle  o r d r e  d 'un  co m b in a te u r  X  , noté

&  (X ) , l e  p lu s  p e tit e n tie r  m  p o s it i f  ou nul, s 'i l  e x is t e , te l que toute r é ­

du ction  du te r m e  co m b in a to ire  X  x ,  . . . x  x  . . . x  où x . V est1 m  m +1 n 1
obtenue p a r  a p p lica tio n  de la  r è g le  de déd u ction  su ivante :

X  >  X ' _____> X  Z >  X ' Z

à une ré d u c t io n  de X  x  x  . . . x , sinon &  (X ) e s t  in fin i.
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~-l• Mesures de complexite statigues 

Definition : La longueur d'un terme combinatoire X , notee J, (X} 

est egale au nombre d'occurrences d'atomes qui le composent. Cette notion 

est equivalente a celle plus generale de longueur de chaihe de caracteres. 

Definition : La profondeur de parentheses d'un terme combinatoire 

X notee PP (X} est definie recursivement de la maniere suivante : 

- si X est un combinateur de base, P P (X) = 0 

- si X = x
1 

x
2 

alors PP (X) = max (P P (XI) , PP (X
2

)) 

- si X = X
1 

(X
2

) alors PP (X) = max (P P (XI) , PP (X
2

) + l) 

Soit les combinateurs A
1 

, A
2

, A
3 

tels que 

A. = S (K (K S) ) (W (C (B B) s) ) , A~ SK (W C C) et A3 SK K 
1 ~ 

Nous allons.maintenant introduire les mesures de complexite dyna­

miques liees a la structure de la forme normale. 

Mesures de complexite dvnamiques 

Definition On appelle ordre d'un combinateur X , note 

0, (X) , le plus petit entier m positif ou nul, s'il existe, tel que toute re-

duction du terme combinatoire X xI ... xm xm+l • • • xn 

obtenue par application de la regle de deduction suivante : 

X C> X' X Z C> X' Z 

OU 

a une reduction de X x l x
2 

x , s1non fJ (X} est infini. 
m 

x. £ V est 
l 
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E xem p les  : K  x ,  x  x  . .  . x  ^  x  x  . . .  x  , Q  (K ) = 2
- - - - - - - - -  1 Z 3 n 1 3  n

I x ,  x _ ----x >  X X ____ x a lo rs  &  ( I )  = 1
1 Z n l e  n

Soit A  le  com binateur te l que A  = W W W . A  ne possède pas 

de fo rm e  n o rm a le  et ô" (A ) es t nul. En e f fe t  :

W W W x  x  . .  . x  . . .  >  W W W x  x  . . . x  >  W W W x x  . .  . : >

D é fin ition  £l2J : Un com binateur X  est p ro p re  si la  fo rm e  n o r ­

m ale du com biné X  x  x  . . . x  , où m  = &  (X ) , ne contient aucune 1 Z m
occu rren ce  de com binateur de base, c 'e s t - à -d ir e ,  s i la  rè g le  de réduction  

de X  es t de la  fo rm e  :

X  x  x  . . .  x  >  Y  
1 2  m

où Y  désigne une com binaison  fo rm ée  d 'occu rren ces  de x. €  V  .

Tout com binateur peut se d écom poser en une com binaison de com bi - 

nateurs p ro p res  [l2 ^  . Tou te com binaison  de com binateurs d'une base

G étant un com binateur, on peut d ire  qu'une com binaison de com binateurs 

de base est p ro p re  s i le  com binateur qui la  rep résen te  (c 'e s t - à -d ir e ,  qui a 

la  m êm e r è g le  de réduction ) es t p ro p re .

Nous a llons  m aintenant d é fin ir  une m esu re  dynam ique adaptée au 

n o u s -en sem b le  des com binateurs p ro p res  :

D éfin ition  : L 'a r i t é  d'un com binateur X  notée

de la  m an ière  suivante :

(X ) es t défin ie

-  à  (X )

- à (x)
= & (x) si X  es t p rop re

es t in fin ie  sinon.

E xem p le  : ® x j X2 X3 ^ c, x ,  ( x ,  x , )  a lo rs  
1 3 ' 2 y (S ) = 3
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Exemples : X 
n 

X 
3 

X 
n 

X X_ 
I ' 

X alors 

f/ (K) = 2 

8' (I) 
n 

Soit A le combinateur tel que A = W W W . A ne possede pas 

de forme normale et 6- (A) est nul. En effet : 

X X 
n n 

~!!~1!.i~~~I!, [12] Un combinateur X est propre si la forme nor-

male du combine X x
1 

x
2 

... xm , ou m = 8' (X) , ne contient aucune 

occurrence de combinateur de base, c'est-a-dire, si la regle de reduction 

de X est de la forme : 

ou Y designe une combinaison formee d'occurrences de x. E: V . 
l 

Tout combinateur peut se decomposer en une combinaison de combi-

na teur a propre s . Toute combinaison de combinateurs d'une base 

G etant un combinateur, on peut dire qu'une combinaison de combinateurs 

de base est propre si le combinateur qui la represente (c'est-a-dire, qui a 

la m@me regle de reduction) est propre. 

Nous allons maintenant definir une mesure dynamique adaptee au 

■oue-ensemble des combinateurs propres : 

Definition : L'arite d 1un combinateur X notee 

de la maniere sui vante : 

c:k (X) = 6" (X) si X est propre 

ii; (X) est infinie sin on. 

Exemple: 

_t {X) est definie 

.t (S) = 3 
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* ^a  puissance de ré é c r itu re  d'un com binateur X 

F5 R  (X ) es t d éfin ie  de la  m an ière  suivante :

si X  es t p ro p re , a lo rs  P  R  (X ) est éga le  à la  longueur 0» 1

fo rm e n o rm a le  du com biné X  x ,  . . . x  où m = tfc (X )
1 2 m  ' '

sinon, P  R  (X ) es t in fin ie .

Exempl_e_s_ : S x j x 2 x 3 >  (x 2 x 3) donc P  R  (X ) = 4 , |.i

con tre , P  R  (C  C C ) es t in fin ie .

D é fin ition  : L a  puissance de réduction d'un com binateur X h. 1

P  (X ) es t d é fin ie  par :

P  (X ) = e t  (X ) + 1 ^  P  R  (X ) si X  es t p rop re ,

in fin ie  sinon.

In tu itivem en t, la  pu issance de réduction  rep résen te  la  d iffé rrm  

en tre  la  longu eu r du com biné que l 'o n  veut réd u ire , c 'e s t - à -d ir e ,

X  x 2 . . .  où m  = e t  (X ) et la  longueur de sa fo rm e  norm ale,

dans le  cas où X  es t p rop re .

Exem ples^ : s x j x 2 X3 C> x 2 x 3 (x 2 x 3) a lo rs  P  (X ) = 0 n u l.

P  (C  C C ) es t in fin ie .

N otation  : A fin  de s im p lif ie r  l 'é c r itu r e  de te rm es  combinatol 1».

nous d é fin isson s le  com biné du com binateur X  , que nous notons X
tl

de la  m a n iè re  suivante :

s i X  a une a r ité  fin ie , a lo rs  X  , = X  x ,  . .  . x  , où m .1
d i m

sinon si X  a un o rd re  fin i, a lo rs  X = X  x , . . .  x  où
d i m

m  = O' (X ) .

sinon le  com binateur X  n 'a  pas de com biné.

I 
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D~finition . La puieeance de reecriture d'un combinateur ,C 

PR (X) est definie de la maniere euivante : 

ei X est propre, alore PR (X) est egale a la longueur ,1, 

forme normale du combine X x
1 

x
2 

... xm ou m = .t (X) 

sinon, PR (X) est infinie. 

contre, PR (C C C) est infinie. 

Definition : La puiesance de reduction d'un combinateur X 11,, 

P (X) est definie par : 

p (X) ct; (X) + l - PR (X) ei X est propre, ... 
infinie sinon. 

Intuitivement, la puiseance de reduction represente la differ••" 

entre la longueur du combine que l'on veut reduire, c'est-a-dire, 

X x I x
2 

... "m ou m = J: (X) et la longueur de ea forme normah. 

dans le cas ou X est propre. 

Exemple s : S x 
1 

x
2 

x
3 

[> x 
1 

x
3 

(x
2 

x
3

) al ore P (X) 0 m•I, 

P (C C CJ est infinie. 

Notation : Afin de simplifier l 'ecriture de termes combinatol,, 

nous definissons le combine du combinateur X 

de la maniere suivante : 

, que nous notons :X 

si X a une arite finie, alors Xd = X x
1 

... xm , ou m 

sinon si X a un ordre fini, alors X ou 
m 

m = ft (X) 

sinon le combinateur X n'a pas de combine. 

,I 

.I 
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D éfin ition  : L e  nom bre d 'étapes  de calcul d'un com binateur X  noté

T  (X ) es t d é fin i a in s i :

1) T  (X ) = i  si le  com biné de X  se rédu it en sa fo rm e  n o r ­

m a le  en i  con tractions  ( i  étant un nom bre fin i) , c 'e s t - à -d ir e ,  si

X  C* f  n (X  ) . 
d i  d

2) T  (X ) es t in fin i sinon.

IV  - L E S  E F F E T S  DES C O M B IN A TE U R S

C ra ig  a sou ligné dans [ 12]  quatre p ro p r ié té s  ca ra c té r is tiq u es  

des com binateur s suivant l 'a c t io n  qu 'ils  ont sur la  suite des v a r ia b le s  qui 

leu r  sont con caténées, c 'e s t - à -d ir e ,  suivant la  d iffé ren ce  de structure 

en tre  la  l is t e  des argum ents et la  fo rm e  norm ale  obtenue ap rès  réduction 

du com binateur.

D éfin ition  : Soit un com binateur X  d 'o rd re  n défin i par la  r è g le

de réduction  suivante :

X  x , . . . x [>  Y  où Y  = f  n (X  x  . . .  x  )
1 n 1 n

Nous d isons que :

1) X  a un e ffe t  du p lica tif si i l  ex is te  au m oins un ind ice i  te l que

1 ^  i  <  n et te l que Y  contienne au m oins deux occu rren ces  de x,. .

2) X  a un e ffe t  cachant si i l  ex is te  au m oins un ind ice  i  ,

1 <  i  ^  n , te l que Y  ne contienne pas d 'o ccu rren ces  de x^ .

3) X  a un e ffe t  com posite  si Y  contient au m oins une p a ire  de

paren thèses selon  la  convention d 'é c r itu re  cho isie .

4) X  a un e ffe t  p erm u ta tif si i l  ex is te  au m oins deux in d ices  i

et j  , a vec  l - ^ i  ^  j  ^  n , et des m ots ^  et Y
€  * X2 » • • • » xn) *  te ls  tlue *
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Definition : Le nombre d'etapes de calcul d'un combinateur X note 

T (X) est defini ainsi : 

l) T (X) = i si le combine de X se reduit en sa forme nor­

male en i contractions ( i etant un nombre fini) , c'est-a-dire, si 

xd I?' f n (Xd) 

2) T (X) est infini sinon. 

IV - LES EFFETS DES COMBINATEURS 

Craig a souligne dans [12] quatre proprietes caracteristique s 

des cambinateurs suivant l'actian qu'ils ant sur la suite des variables qui 

leur sant cancatenees, c'est-a-dire, suivant la difference de structure 

entre la lisle des arguments et la forme normale abtenue apres reduction 

du combinateur. 

Definition : Soit un cambinateur X d'ordre n defini par la regle 

de reduction suivante : 

Nous disons que 

X (> y 
n 

1) X a un effet duplicatif si il existe au mains un indice i tel que 

I ~ <. n et tel que Y contienne au moins deux occurrences de xi 

2) X a un effet cachant si il existe au moins un indice i , 

I < i ~ n , tel que Y ne contienne pas d'occurrences de xi 

3) X a un effet composite si Y contient au moins une paire de 

parentheses selon la convention d'ecriture choisie. 

4) X a un effet permutatif si il existe au moins deux indices 

et j , avec 1 ~ i ~ j ~ n , et des mots ,<. . @ et Y 

x )* tels que , 
n 



118

Y  = *  x. & x Y 
J i

où •i , p  et y  peuvent ê tre  des m ots v ides.

D éfin ition  : 1) Un com binateur X  est d it à e ffe t  'a ' lo rsqu e  le

seul e ffe t  de X  est 'a ' à l 'e x c lu s io n  de tout autre.

2) Un com binateur X  est d it à e ffe t  'a ' ou 'b '

- soit lo r s q u 'i l  est à e ffe t  'a '

- so it lo r s q u 'i l  est à e ffe t  'b '

- soit lo rsqu e le s  seuls e ffe ts  de X  sont 

le s  e ffe ts  'a ' et 'b ' à la  fo is , à l 'e x c lu s io n  de tout au tre.

3) Un com binateur X  es t dit à e ffe ts

a . , a , . . .  , a ou a lo r s q u 'i l  es t à e ffe t  
î 2 n-1 n n I

( ( . . . ( a  ou a ) ou a ) ou a ) . .  . ) ou a )
1 2 3 4 n

Cette décom position  de l 'en sem b le  des com binateurs suivant leu rs  

e ffe ts  p e rm et d 'é tu d ier  la  structure de la  fo rm e  n o rm a le , com m e le  m ontre 

la  p rop os ition  suivante.

P ro p o s it io n  1 : Soit G une base fo rm ée  de com binateurs A------------------ --  j
a v e c  i  €. J . J es t un ensem ble fin i d 'in d ices . Une condition n é c e s sa ire

pour qu'une com binaison X  , possédant une fo rm e  n orm ale , fo rm ée  d 'o c ­

cu rren ces  de A^ , ne so it pas p rop re  es t l 'e x is te n c e  d'un e ffe t  p e rm u ta tif 

p a rm i le s  e ffe ts  des com binateurs de la  base G qui la  constituent.

M ais cette d iv is io n  par e ffe t  de l 'en sem b le  des com binateurs va 

surtout nous p e rm e ttre  l'é tu d e  de l 'e x is te n c e  ou de la  n on -ex is ten ce  de 

la  fo rm e  n orm ale  d'un te rm e  com binato ire .
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Y t( X. ~ X ¥ 
J 1 

l!' et ¥ peuvent e tre des mots vide s. 

Definition : l) Un combinateur X est dit a effet 'a' lorsque le 

seul effet de X est 'a' a l'exclusion de tout autre. 

2) Un combinateur X est dit a effet 'a' ou 'b' 

- soit lorsqu'il est a effet 'a' 

- soit lorsqu'il est a effet 'b' 

- soit lorsque les seuls effets de X sont 

les effets 'a' et 'b' a la fois, a !'exclusion de tout autre. 

3) Un combinateur X est dit a effets 

ai , a
2

, ... , an-l ou an lorsqu'il est a effet 

Cette decomposition de I 'ensemble des combinateurs suivant leurs 

effets permet d'etudier la structure de la forme normale, comme le montre 

la proposition suivante. 

Proposition _ Soit G une base formee de combinateurs A. 
1 

avec i € J J est un ensemble fini d'indices. Une condition necessaire 

pour qu'une combinaison X , possedant une forme normale, formee d'oc­

currences de Ai , ne soit pas propre est !'existence d'un effet permutatif 

parmi les effets des combinateurs de la base G qui la constituent. 

Mais cette division par effet de !'ensemble des combinateurs va 

surtout nous permettre l I etude de I 'existence ou de la non-existence de 

la forme normale d'un terme combinatoire. 
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V - CO ND ITIO N S S U FF IS A N TE S  D 'O B TE N T IO N  DE FO RM E S N O R M A LE S

L e  th éorèm e 1 é tab lit une condition d 'obtention de la  fo rm e  n o r ­

m ale suivant le  signe de la  puissance de réduction des com binateurs f o r ­

mant la  base sur laqu e lle  le s  te rm es  com b in ato ires  sont é c r its .

T h éorèm e  1 : Toute com binaison lin é a ir e  de longueur fin ie  et

d 'o rd re  fin i fo rm ée  de com binateurs de puissance de réduction s t r ic t e ­

ment p o s it iv e , à e ffe t non com posite , possède une fo rm e  n o rm ale .

D ém onstration  : A  chaque étape de réduction , la  longueur du

term e X ' à rédu ire  v a r ie  au m oins de la  puissance de réduction du 

com binateur le  plus à gauche dans X ' , (d 'a p rè s  le s  défin itions m êm es  

de la  puissance de réduction  et de la  rè g le  d 'appel par nom ). Pu isque 

la  pu issance de réduction de tout com binateur dont i l  ex is te  au m oins 

une occu rren ce  dans X ' es t s tr ic tem en t p o s it iv e , la  longueur du co m ­

biné X ' de X ' dim inue d'au m oins une unité à chaque étape.
d

Soit une com binaison X  de longueur fin ie fo rm ée  uniquement de 

com binateurs de pu issance de réduction p os itiv e . Supposons que X  ne 

possède pas de fo rm e  n o rm ale . C ela  veut d ire  que le  nom bre d 'étapes  

n é c essa ire s  pour réd u ire  X  es t in fin i. L a  longueur de X  dim inue donc 

in fin im ent p u isqu 'e lle  dim inue d 'au m oins une unité à chaque étape.

C ec i est im poss ib le  puisque le  com biné X^ de X  es t supposé 

de longueur fin ie  car (X ) est fin i a in si que O' (X ) . Donc X  possède 

une fo rm e  n orm ale .

Ce th éorèm e est à rapproch er du résu lta t suivant obtenu par 

C ra ig  [ l2 ]
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V - CONDITIONS SUFFISANTES Q'OBTENTION DE FORMES NORMA LES 

Le theoreme etablit une condition d'obtention de la forme nor-

male suivant le signe de la puissance de reduction des combinateurs for­

mant la base sur laquelle les termes combinatoires sent ecrits. 

Theoreme Toute combinaison lineaire de longueur finie et 

d'ordre fini formee de combinateurs de puissance de reduction stricte­

ment positive, a effet non composite, possede une forme normale. 

Demonstration : A chaque etape de reduction, la longueur du 

terme X' a reduire varie au mains de la puissance de reduction du 

combinateur le plus a gauche dans X' , {d'apres lea definitions m~mes 

de la puissance de reduction et de la regle d'appel par nom). Puisque 

la puissance de reduction de tout combinateur dent il existe au mains 

une occurrence dans X' est strictement positive, la longueur du com­

bine X~ de X' diminue d'au mains une unite a chaque etape. 

Seit une combinaison X de longueur finie formee uniquement de 

combinateurs de puissance de reduction positive. Supposons que X ne 

possede pas de forme normale. Cela veut dire que le nombre d'etapes 

necessaires pour reduire X est infini. La longueur de X diminue done 

infiniment puisqu'elle diminue d'au mains une unite a chaque etape. 

Ceci est impossible puisque le combine Xd de X est suppose 

de longueur finie car t (X) est fini ainsi que &-(X) . Done X possede 

une forme normale. 

Ce theoreme est a rapprocher du resultat suivant obtenu par 

Craig [12] 
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T h éo rèm e  1' : Toute com binaison X  fo rm ée  d 'o ccu rren ces  de

com binateurs à e ffe ts  cachant, com posite  ou p erm u ta tif, de longueur fin ie 

possède une fo rm e  n o rm ale .

C 'e s t  donc l'in trod u ction  de l 'e f f e t  du p lica tif parm i le s  e ffe ts  des 

com binateu rs d'une base G qui entraîne la  p o ss ib ilité  de n on -ex isten ce 

de la  fo rm e  n orm a le  pour le s  te rm es  com b inato ires  constru its sur G .

I l  s 'a v è r e  donc n écessa ire  d 'ob ten ir  des conditions d 'obtention de la  fo rm e 

n o rm a le  pour le s  te rm es  com b in ato ires  contenant des occu rren ces  de com ­

b inateu rs à e ffe t  dup licatif. L e s  résu lta ts  s im p les  énoncés par le s  p ro p o ­

s ition s su ivantes sont obtenus en lim itan t so it le  nom bre d 'o ccu rren ces  de 

com binateu rs à e f fe t  dup licatif, so it la  longueur des te rm es  com b inato ires  

con s id érés .

P ro p o s it io n  2 : Toute com binaison X  de longueur fin ie  fo rm ée

d 'o c cu rren ce s  de com binateurs à e ffe ts  cachant, com posite  ou perm u tatif, 

possédant une seu le occu rren ce  d'un com binateur Y  de puissance de r é ­

duction fin ie  néga tive  ou nu lle, a tou jours une fo rm e n o rm ale .

D ém onstration  : Si pour tout ind ice  j  €  J te l que X  E> X 1̂ ,
j  ^

la  p re m iè re  occu rren ce  de com binateur de X  n 'e s t  pas Y  , a lo rs  on 

peut d ire  que T  (X ) es t fin i. C 'e s t  le  cas où Y  a d isparu  à cause d'un 

e ffe t  cachant, ou b ien  le  cas où Y  a été perm uté et se retrou ve  dans la  

fo rm e  n orm a le  non p rop re  p récéd ée  d'au m oins une va r ia b le . En e ffe t , 

le s  seu ls com binateurs se trouvant le s  plus à gauche dans le s  te rm es  X^ 

sont des com binateurs de puissance de réduction p os itive  et, dans ce cas, 

l 'e x is te n c e  de la  fo rm e  norm ale  a été dém ontrée dans le  th éorèm e 1 .

Sinon, i l  e x is te  un ind ice  k fin i te l que X  t> X  et te l que 

X  = Y <  a vec  € (V  U  V ')  . P a r  hypothèse, tous le s  com binateurs

appartenant à W. sont de puissance de réduction s tr ic tem en t p os it iv e .

120 

Theoreme l' Toute combinaison X formee d'occurrences de 

combinateurs a effete cachant, composite ou permutatif, de longueur finie 

possede une forme normale, 

C'e st done I 'introduction de l 'effet duplicatif parmi le s effete des 

combinateurs d'une base G qui entraine la possibilite de non-existence 

de la forme normale pour les termes combinatoires construits sur G . 

11 s'avere done necessaire d'obtenir des conditions d'obtention de la forme 

normale pour lee termes combinatoires contenant des occurrences de com­

binateurs a effet duplicatif. Les resultats simples enonces par lee propo­

sitions suivantes sont obtenus en limitant soit le nombre d'occurrences de 

combinateurs a effet duplicatif, soit la longueur des termes combinatoires 

con side res. 

Proposition 2 Toute combinaison X de longueur finie formee 

d'occurrences de combinateurs a effets cachant, composite ou permutatif, 

possedant une seule occurrence d'un combinateur Y de puissance de re­

duction finie negative au nulle, a toujours une forme normale. 

~!~~';~~r_a_t~~'; : Si pour tout indice E: J tel que X C> xJ 
J 

la premiere occurrence de combinateur de Xj n'est pas Y , alors on 

peut dire que T (X) est fini. C'est le cas ou Y a disparu a cause d'un 

effet cachant, OU bien le cas OU y a ete permute et se retrouve clans la 

forme normale non propre precedee d'au mains une variable. En effet, 

lee seuls combinateurs se trouvant lee plus a gauche dans les termes XJ 

sent des combinateurs de puissance de reduction positive et, dans ce cas, 

!'existence de la forme normale a ete demontree dans le theoreme 

Sinon, il existe un indice k fini tel que X [> 
k 

et tel que 

y ~ avec t( E: (V U v•)* Par hypothese, taus les combinateurs 

appartenant a 9'.. sont de puissance de reduction strictement positive. 
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Y  <  l>  W.' a vec  1  ( « )  <  X ( * ' )

Pu isque le s  argum ents de Y  sont, so it des va r ia b les , so it des 

com binateurs de puissance de réduction p os it iv e , tous le s  é lém en ts  de 

•t' sont aussi, so it des v a r ia b les , so it des com binateurs de puissance 

de réduction  p o s it iv e . De plus, £ ' possède une fo rm e  norm ale  d 'a p rès  

le  th éo rèm e 1 , ce qui veut d ire  que T  («t ') e s t fin i or,

T  (X ) = k + 1 + T  («C') ; k et T  («C') étant fin is , T  (X ) l 'e s t  au ss i, ce 

qui veut d ire  que X  possède une fo rm e  n o rm ale .

Etudions le  cas d'une com binaison fo rm ée  de com binateurs à 

e f fe t  quelconque et de puissance de réduction quelconque, m a is  de lo n ­

gueur lim ité e .

P ro p o s it io n  3 : Soit G une base de com binateurs A .  où
..........................  J

j  £  J et so it n le  card in a l de J .

Soit (k  , . . . .  k. , . . . .  k ) la  l is te  des in d ices  des va r ia b le s  1 J n
le s  plus à gauche qu 'a ffec ten t le s  e ffe ts  r e s p e c t ifs  des com binateurs

A  , . .  . , A . , . . . , A  au cours de leu r  r è g le  de réduction.
1 j  n 6

Soit X  te l que X  P* X 1 . On notera  X  = X^ . Toute com b i­

na ison  X  fo rm é e  d 'o ccu rren ces  de A .  te lle  q u 'il ex is te  i ÿ  0 a vec

X  (X 1) £  In f k. possède une fo rm e  n o rm a le .
j  C J J

D ém on stra tion  : Supposons qu 'il e x is te  un ind ice i >  0 te l que

X  (X 1) £  In f k.
j e  J J

X I peut s ’ é c r ir e  sous la  fo rm e  : X 1 = A  a vec  p C J et <  C (V 1)*

o r  JL (X 1) <  a fo r t io r i  car p C J .

Donc, aucun e ffe t  ne tom be sur un com binateur appartenant à «6 

Ce qui veut d ire  que : Jt (X* + * ) = i  (X *) - 1 ca r  la  seule occu rren ce  d 'é l 

m ent de X 1 qui d ispa ra ft es t l ’ é lém ent A  le  plus à gauche dans X 1 .
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y < avec 

Puisque les arguments de Y sont, soil des variables, soil des 

combinateurs de puissance de reduction positive, tousles elements de 

1(.1 sont aussi, soit des variables, soit des combinateurs de puissance 

de reduction positive. De plus, <' possede une forme normale d'apres 

le theoreme , ce qui veut dire que T (-.') est fini or, 

T (X) = k + 1 + T (-.') ; k et T (•C.') etant finis, T (X) l'est aussi, ce 

qui veut dire que X possede une forme normale. 

Etudions le cas d'une combinaison formee de combinateurs a 
effet quelconque et de puissance de reduction quelconque, mais de lon­

gueur limitee. 

Proposition 3 : Soit G une base de combinateurs A. ou 
J 

j £ J et soit n le cardinal de J . 

Soit (k
1 

, .•. , k., ... , k ) la liste des indices des variables 
J n 

les plus a gauche qu'affectent les effets respectifs des combinateurs 

A 
1 

, ... , A. , ... , A au cours de leur regle de reduction. 
J n 

Soit X; tel que X E?-X
1 

. On notera X = x0 
. Toute combi-

1 

naison X formee d'occurrences de A. telle qu'il existe i ~ 0 avec 
_I 

Inf k. 
j £ JJ 

possede une forme normale. 

Demonstration Supposons qu 'il existe un indice 

.1 (X 1
) ,E: lnf k. 

j £ JJ 

> 0 tel que 

X
1 

peut s'ecrire sous la forme : X
1 

= A "' avec p E J et < €. (V 1)* 
p 

or 1, (X
1
) C I,. a fortiori car p £ J . 

p 

Done, aucun effet ne tombe eur un combinateur appartenant a ot 
·+1 • 

Ce qui veut dire que : 1 (X 1 
) = 1 (X 1

) - car la seule occurrence d'el, 

ment de X
1 

qui disparart est l' element A le plus a gauche dans X
1 

• 
p 
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De la  m êm e m a n iè re , on dém ontre plus gén éra lem en t que : 

pour tout m  € IN : X  (X *+m ) = i  (X *+m ' )  - 1 = 1. (X *) - m  , 

en e ffe t , Y m £  (N , i  (X 1+m) <  In f k. .

j Ê JJ
Donc, i l  e x is te ra  tou jours un en tie r  q te l que :

1  (X 1+q) = 0 et q = i  (X 1) .

X j+q rep résen te  la  fo rm e  norm ale  de X  car le  te rm e  X *+q 
d d d

ne contient aucune occu rren ce  de com binateur.

C ela  veut d ire  qu'en un nom bre d 'étapes  fin i éga l à i  + Jt (X 1)

on obtient la  fo rm e  n orm ale  de X ,  . D 'où  l 'e x is te n c e  de c e l le - c i .
d

E xem ple  : Soient le s  tro is  com binateurs suivants :

A 1 X 1 X2 X3 X4 X5 > X1 X2 X3 X4

A 2 X1 X2 X3 X4 > X1 X2 X3 (X4

A 3 X 1 X2 X3 X4 X5 X6 > X1 X2 X3 X4

Toute com binaison  X  fo rm ée  d 'o ccu rren ces  de et

de longueur in fé r ieu re  ou éga le  à 4 possède une fo rm e  n o rm ale .

En e f fe t ,  k j = 4 , k 2 = 4 » k 3 = 5 et In f {  k l > k 2 ’ k 3^ = 4 *

A in s i X j  = A^  (A   ̂ A ^ ) possède une fo rm e  n o rm a le . Cependant, 

i l  e x is te  des com binaisons de longueur supérieu re à 4 et fo rm ée  d 'o c c u r ­

ren ces  de A  j , A^  et A^ possédant une fo rm e  norm ale  ; ce sont le s  com ­

binaisons possédant au m oins un te rm e  tra n s ito ire  de longueur in fé r ieu re  

ou éga le  à 4 . A in s i :

Y = A A A A A (A (A A A  ) )  A  possède une forme normale.
3  J  ^  C  j  J  Cê 1 c* i

,1
En e ffe t  :

„1

Y  A 3 A 2 A 2 A 3 A 4 = Y

A ,  A ,  A  A ,  A ,  x ,  x ,  
3 2 2 3 4 1 2

>
1

A  A A  A  x  = Y ' 
2 2 3 4 2 d

donc Y  = A ^  A ^  A ^  A ^  qui a une longueur éga le  à 4 possède une fo rm e  

n orm ale  e t par conséquent Y  aussi.
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De la ml!me maniere, on demontre plus generalement que 

pour tout m E: IN : ! (Xi+m) = 1 {Xi+m- l) - 1 = 1 (Xi) - m 

en effet, V m E Ill , 1 (X 1
+m) , Inf k. 

j £ JJ 

Done, il existera toujours un entier q tel que 

et 

X~+q represente la forme normale de Xd car le terme X~+q 

ne contient aucune occurrence de combinateur. 

Cela veut dire qu'en un nombre d'etapes fini egal a i + l (X
1
) 

on obtient la forme normale de Xd . D'ou l'existence de celle-ci. 

~:'~~e~e-: Soient les trois combinateurs suivants 

Al xl xz x3 x4 x5 C> xl xz x3 x4 (x5 x4) 

AZ xl xz x3 x4 C> xl xz x3 (x4 4> 

A3 xl xz x3 x4 x5 x6 C> xl xz x3 x4 x6 

Toute combinaison X formee d'occurrences de Al • AZ et Al 

de longueur inferieure ou egale a 4 possede une forme normale. 

En effet, k
1 

= 4 k = 4 z 4 . 

Ainsi X
1 

=A
I 

A
3 

(A
1 

AZ) possede une forme normale. Cependant, 

il existe des combinaisons de longueur superieure a 4 et formee d'occur­

rences de A
I

, A
2 

et A
3 

possedant une forme normale; ce sont les com­

binaisons possedant au moins un terme transitoire de longueur inferieure 

OU egale a 4 . Ainsi : 

En effet y 

(A 
3 

(A,. A; A)) A~ possede une forme normale. 

C> A A A A A - Y
1 

I 3 Z Z 3 4-

2 
done Y = AZ AZ A

3 
A

4 
qui a une longueur egale a 4 possede une forme 

normale et par consequent Y aussi. 
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V I - CO ND ITIO N S S U F F IS A N TE S  DE N O N - E X IS TE N C E  DE FO R M E S 

N O R M A LE S

Nous donnons, dans ce paragraphe, quelques conditions su ffisan tes 

pour que le  nom bre d 'étapes  de ca lcu l so it in fin i, c 'e s t - à -d ir e ,  pour que 

certa in s  com binés n 'a ien t pas de fo rm es  n o rm a les . Nous tra ite ro n s  donc, 

plus p a rticu liè rem en t, des com binateurs ayant une puissance de réduction  

négative  ou nulle et nous étud ierons, tout d 'abord , le  cas des com binaisons 

lin é a ir e s .

P ou r ne pas a lo u rd ir  ce b r e f  exposé , ce rta in es  p reu ves  seron t 

om ises  m a is  on pou rra  se r ep o r te r  à M  pour a v o ir  une étude plus 

com p lète.

P ro p os it ion  4 : Soit G une base fo rm ée  de com binateurs A .

où j £  J d 'a r ité  a  ̂ à e ffe ts  quelconques m a is  non com posites  te ls  que :

P  ( A .) $  0 V j €  J

Toute com binaison  lin é a ir e  X  fo rm ée  d 'occu rren ces  de A .  te lle
.  J

que X/ (X ) >  Sup a. a un nom bre d 'étapes  de calcu l in fin i.
j e  J J

En e ffe t , à chaque réduction , la  longueur de l 'e x p re s s io n  tra n s ito ire  

augm ente ou res te  f ix e .  Etant donné que A .  es t p ro p re , i l  e x is te  tou jours 

un com binateur com m e é lém en t le  plus à gauche d'une exp ress ion  tr a n s i­

to ire , donc, une réduction  es t tou jours p oss ib le  e t le  nom bre d 'é tapes  de 

calcul es t in fin i.

L 'in flu en ce  de certa in s  e ffe ts  étant prépondéran te, i l  es t n é c e s sa ire  

de p ré c is e r  le u r  nature.
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Y! - CONDITIONS SUFFISANTES DE NON-EXISTENCE DE FORMES 

NORMALES 

Nous donnons, dans ce paragraphe, quelques conditions suffisantes 

pour que le nombre d'etapes de calcul soit infini, c'est-a-dire, pour que 

certains combines n'aient pas de formes normales. Nous traiterons done, 

plus particulierement, des combinateurs ayant une puissance de reduction 

negative ou nulle et nous etudierons, tout d'abord, le cas des combinaisons 

lineaires. 

Pour ne pas alourdir ce bref expose, certaines preuves seront 

omises mais on pourra se reporter a 

complete. 

[ 9] pour avoir une etude plus 

Proposition_ 4 Soit G une base formee de combinateurs A. 
J 

OU j E: J d'arite a. a effets quelconques mais non composites tels que 
J 

que 

P {A.) ~ 0 
J 

Vj€J 

Toute combinaison lineaire X formee d'occurrences de 

l(X)> Sup a. 
j £ J J 

a un nombre d'etapes de calcul infini. 

A. telle 
J 

En effet, a chaque reduction, la longueur de l'expression transitoire 

augmente ou reste fixe. Etant donne que A. est propre, il existe toujours 
J 

un combinateur comme element le plus a gauche d'une expression transi-

toire, done, une reduction est toujours possible et le nombre d'etapes de 

calcul est infini. 

L'influence de certains effets etant preponderante, il est necessaire 

de preciser leur nature. 
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D éfin ition  : Un com binateur X  te l que X ,  ^  Y  = f  (X  ) a un

e ffe t

- cachant de d egré  n s 'i l  ex is te  n va r ia b le s  d is tin ctes  ayant 

plus d'une occu rren ce  dans Y

- du p lica tif de d eg ré  n de puissance » . . .  »

1) s 'i l  ex is te  n v a r ia b les  x. d is tinctes  ayant plus d'une 

o ccu rren ce  dans Y

2) le  nom bre d 'occu rren ces  de x. dans Y  étant r e s p e c ­

tivem en t «d.

E xem p le  : L e  com binateur A  te l que :

A  X 1 X2 X3 X4 >  X1 X2 X2 X2 X3 X3 X4 X4 X4

a un e ffe t  du p lica tif de d e g ré  3 et de pu issance ( 3 , 2 , 3 )  .

P ro p o s it io n  5 : Soit A  un com binateur p rop re  d 'a r ité  a à e f fe t

p erm u ta tif, cachant de d eg ré  n^ ou d u p lica tif de d egré  n^ et de puissance 

) •1 2 n2

“ 2
Si n + n <  2— <. a lo rs  toute com binaison lin é a ir e  X  fo rm ée

1 2 i= i i

d 'o ccu rren ces  de A  et v é r if ia n t  JL (X ) >  a ne possède pas de fo rm e  n o r ­

m a le .

E xem ple  : Soit A  un com binateur p rop re  défin i par la  rè g le  de

réduction suivante :

A  x ,  x  x  x  x  x  [>  x  x  x  x  x  x  x 
1 2 3 4 5 6  3 1 1 1 4 6 4

A  possède

- un e f fe t  perm u tatif, un e ffe t  cachant de d egré  2 ,

un e ffe t  du p lica tif de d egré  2 et de puissance ( 3 , 2 )

effet 
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Definition : Un combinateur X tel que X, C> y 
Q 

- cachant de degre n s'il existe n variables x. 
1 

distinctes ayant 

plus d'une occurrence dans Y 

duplicatif de degre n de puissance (~
1 

, ~z , ... , oln) 

I) s'il existe n variables xi distinctes ayant plus d'une 

occurrence dans Y 

2) 

tivement o(i 

le nombre d'occurrences de x, dans Y etant respec­
t 

~~:~J:~e- : Le combinateur A tel que 

C> 

a un effet duplicatif de degre 3 et de puissance ( 3 , 2 , 3 ) • 

Proposition 5 Soit A un combinateur propre d'arite a a effet 

permutatif, cachant de degre n
1 

ou duplicatif de degre n
2 

et de puissance 

( ~I ' "2 ' • • • ' °'n
2

) • 

Si <. alors toute combinaison lineaire X formee 
l 

d'occurrences de A et verifiant l, (X) > a ne possede pas de forme nor­

male. 

~~:~J:~e-: Soit A un combinateur propre defini par la regle de 

reduction suivante 

C> 

A possede 

- un effet permutatif, un effet cachant de degre 2 , 

un effet duplicatif de degre 2 et de puissance ( 3 , 2) 
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’ 2
Donc n = 2 , n = 2 et ZZ  M.. = 5 

1 2 i= l  1

^2
On a b ien  ic i  n, + n <  2 _  •£.

1 2  i= l  1

Donc, toute com binaison lin é a ir e  fo rm ée  d 'o ccu rren ces  de A  de 

longueur su périeu re  à 6 ne possède pas de fo rm e  n o rm ale .

L 'e f f e t  du p lica tif seul pouvant ê tre  la  cause de non-obtention de la  

fo rm e  n o rm a le , nous a llons  donner des conditions su ffisantes de non- 

te rm in a ison  pour des com binaisons uniquement constituées d 'o ccu rren ces  

de com binateur s à e f fe t  dup licatif. L a  P ro p os it ion  suivante concerne le s  

com binateur s lin é a ir e s .

P ro p o s it io n  6 : Soit G une base de com binateurs A^ où j C J

à e f fe t  du p lica tif e t so it n le  card in a l de J .

Soit (k  , . .  . , k . , . .  . , k ) la  l is te  des ind ices des v a r ia b le s  le s  
1 J n

plus à gauche qu 'a ffec ten t resp ec tivem en t le s  e ffe ts  du p licatif s de

Soit X 1 te l que X  X 1 . On p osera  X  = X^ .

Toute com binaison  lin é a ir e  X  fo rm ée  d 'o ccu rren ces  de A .  te lle
ft i  Jq u 'il ex is te  un ind ice  i  >  0 a vec  JL (X  ) >  Sup k. ne possède pas de 

fo rm e  n o rm a le . J ^  J

D ém onstration  : Supposons q u 'il ex is te  un ind ice i  p o s it if  ou nul

te l que :

I t f ) >  Sup k .

j £ J  J

X  a la  stru ctu re suivante :

X I = «t a vec  p C J et <  C  (V  U V ' ) *  .

O r A (X 1) >  k ca r  p £  J .
P
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Done 2 ' = 2 et 

On a bien ici 

2 

I: "'i 
i= 1 

"'· 1 

5 

Done, toute combinaison lineaire formee d'occurrences de A de 

longueur superieure a 6 ne possede pas de forme normale. 

L'effet duplicatif seul pouvant etre la cause de non-obtention de la 

forme normale, nous allons donner des conditions suffisantes de non­

terminaison pour des combinaisons uniquement constituees d'occurrences 

de combinateurs a effet duplicatif. La Proposition suivante concerne les 

combinateur s lineaire s. 

Proposition 6 : Soit G une base de combinateurs A. ou j E: J 
J 

a effet duplicatif et soit n le cardinal de J . 

Soit (k , ... , k. , ... , k ) la liste des indices des variables les 
I J n 

plus a gauche qu'affectent respectivement les effete duplicatifs de 

A
1 

, ... ,A., ... , A 
J n 

Soit X
1 

tel que X C.> X 1 
. On posera X = x0 

. 
1 

Toute combinaison lineaire 

qu'il existe un indice i ~ 0 avec 

forme norrnale. 

X formee d'occurrences de A. telle 

tel que 

l, (Xi) > Sup k. 

j £ J J 

J 
ne possede pas de 

Demonstration Supposons qu 'il existe un indice i positif ou nul 

j, (X
1
) > Sup k. 

j £ J J 

Xi a la structure suivante 

avec p E: J et 

Or k 
p 

car PE J 
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Donc, au m oins un e ffe t  dup licatif de A  a ffec te  un com binateur
P

appartenant à eC , ce qui veut d ire  que :

i  (X 1+1) >  l  ( x 1) où x 1 !>  X 1+1 ,

car a un e ffe t  uniquement dup licatif.

Donc X  (X *+ *) >  Sup k.

j  €  J

On dém ontre que, plus gén éra lem en t :

pour tout m  £  N  , X (X  ) >  Sup k. , à cause de l 'e f f e t

j €  J 3
uniquement du p lica tif des com binateurs A . . C ela  veut d ire  que, dans

ce cas, pour tout m  , une nou ve lle  étape de réduction pourra s 'e ffe c tu e r  
__i+m

sur X  en prenant com m e opera teu r le  com binateur le  plus à gauche
, „ i+ m  _ , .dans X  . Celui-ci existera toujours car, pour tout m  :

i  ( x i+ m ) > 1 . d' où T  (X ) es t in fin i.

E xem p le  : Soient A^ , A^ et A^  le s  t r o is  com binateur

A i X 1 X2 X3 X4 > X 1 X1 X2 X2 X3 X3 X4

A 2 X 1 X2 X3 X4 c> X1 X2 X3 X3 X4

A 3 X 1 X2 > X1 X2 X2

a lo rs
k l = 1 ’ k2 =

3 et k 3 = 2

Soit X  =
A 1 A 2 A 3

. X  n 'a pas de fo rm e norm ale  ; en e ffe t,

X  , = A , A 0 A x . x ,  t> A  A  A  A X X x = X 1d 1 2 3 I 2 1 2 2 3 3 1 1 2 d

a lo rs  X^ =
A 2 A 2 A 3 A 3

avec >< II V 0J donc X n 'a  pas

de fo rm e  n o rm a le  puisque X  n 'en  a pas.
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Done, au mains un effet duplicatif de A affecte un combinateur 
p 

appartenant a cl , ce qui veut dire que 

OU 

car A a un effet uniquement duplicatif. 
p 

Done Sup k. 
J 

j £ J 

On demontre que, plus generalement 

pour tout > Sup k. 

j E J J 

, a cause de l'effet 

uniquement duplicatif des combinateure A .. Cela veut dire que, dans 
J 

ce cas, pour tout m , une nouvelle etape de reduction pourra s'effectuer 
i+m 

su r X en prenant comme operateur le combinateur le plus a gauche 

dans Xi+m . Celui-c1 ex1stera touJours car, pour tout m 

.1 (Xi+m) > I , d'ou T (X) est infini. 

~~~~IZ~e- : Soient Al AZ et A3 les trois combinateur ■ \Ii van ts 

A xl xz x3 x4 C> XI XI xz xz x3 x3 x4 I 

AZ XI xz x3 x4 C> XI xz x3 x3 x4 

A3 XI xz C> XI xz xz 

al ors k = I 
1 . kz = 3 et k3 z 

Soit X = A
1 AZ A3 X n'a pas de forme normale ; en effet, 

Xd Al AZ A3 XI xz [> AZ AZ A3 A3 XI XI xz = Xl 
1 d 

al ors XI 
AZ AZ A3 A3 avec 1 (X

1
) 4 > 3 done X n'a pas 

de forme normale puisque x' n'en a pas, 
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Etudions ce que devien t la  condition de la  p roposition  précéden te  

dans le  cas de com binaisons non lin é a ir e s  de com binateurs à e ffe t  dup li­

ca tif. Nous devons, tout d 'abord , d é fin ir  le  nom bre d 'é lém en ts  d'un te rm e  

com b in a to ire .

D éfin ition  : L e  nom bre d 'é lém en ts  d'un com binateur X  noté

N (X ) es t défin i récu rs iv em en t de la  façon suivante :

1) si X  est un com binateur de base, N  (X ) = 1

2) s i X  = X } X 2 , N  (X ) = N  (X x) + N  (X 2)

3) si X  = X j  (X 2) . N  (X ) = N  (X j )  + 1

P ro p o s it io n  7 : Soit G une base de com binateurs A . , où

j  €  J , à e ffe t  dup licatif. Soit X  une com binaison fo rm ée  d 'o ccu rren ces

de A . et so it X 1 le  te rm e  te l que X  C> X* a vec  X  = X^
J i

S 'il e x is te  un en tie r  i  p o s it if  ou nul te l que

(la  suite des es t d éfin ie  com m e p récédem m en t), 

fo rm e n o rm a le .

N  (X 1) >  Sup k. , 
j € J  J

a lo rs  X  n 'a  pas de

E xem p le  : Soient A^ , A^  , A^  le s  tro is  com binateurs

A X , x „ X „  X , X , X. x ^ X ^  X „  X . , k , = 2
1 1 2 3 4 ^ 1 2 2 3 3 4 1

A _ X , x ^ x ,  [> X , x ^ x x „ , k_ = 3
2 1 2 3 ^ 1 2 3 3 2

A , X , x „ x ,  X ,  x „  ^ X , x _ x -, X „  X ,  X .  x „  x _ , k ,  = 2
3 1 2 3 4 5 1 2 2 3 4 4 5 5 1 3

Soit X  le  com binateur défin i sur la  base G = (A   ̂ , A ^  , A ^ ) te l que 

X  = A  (A 2 A 3 (A 3 A 3 A j) ) (A j  A 2)

a vec  N  (X ) = 3 , X  ne possède pas de fo rm e  n orm ale .
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Etudions ce que devient la condition de la proposition precedente 

dans le cas de combinaisons non lineaires de combinateurs a effet dupli­

catif. Nous devons, tout d'abord, definir le nombre d'elements d'un terme 

combinatoire. 

Definition : Le nombre d'€lements d'un combinateur X note 

N (X) est defini recursivement de la fac;;on suivante : 

1) si X est un combinateur de base, N (X) = 

2) si X = X l x
2 

3) si X = X l (X
2

) 

N (X) = N (X
1

) + N (X
2

) 

N (X) = N (X l) + 1 

Proposition 7 : Seit G une base de combinateurs A_ , au 
J 

j £ J , a effet duplicatif. Seit X une combinaison formee d'occurrencee 

de A. et soit X
1 

le terme tel que 
J 

x t> x1 

l 
avec 

S'il existe un entier i positif au nul tel que 

X = XO 

N (X
1

) > Sup k. 
j € J J 

(la suite des k. est definie comme precedemment), alors X n'a pas de 
J 

forme normale. 

~.:'::1:~~e-: Soient A 1 • A2, A3 les trois combinateurs 

Al XI x2 x3 x4 -- XI x2 x2 x3 x3 x4 kl V 

A2 XI x2 x3 t> xi x2 x3 x3 k2 

A3 XI x2 x3 x4 XS t> XI x2 x2 x3 x4 x4 XS XS k3 

= 

= 

2 

3 

2 

Seit X le combinateur defini sur la base G = (A 
1 

, A
2 

, A 
3

) tel que 

avec N (X) 3 , X ne possede pas de forme normale. 
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Nous avons p résen té  quelques résu lta ts  obtenus dans le  cadre d'une 

étude plus g én éra le  sur la  com p lex ité  de réduction en Log iqu e com b inato ire  

. L a  d écom position  des com binateurs suivant leu rs  e ffe ts  nous a 

p e rm is  de d é fin ir  de n ou ve lles  bases et d 'én on cer ce rta in es  p ropos ition s  

r e la t iv e s  à l 'e x is te n c e  de la  fo rm e  n orm ale . P a r  con tre , a fin  de pou vo ir se 

r é fé r e r  aux bases  c lass iqu es  de com binateurs (I , K  , S , . . . ) , nous avons 

p ro g ra m m é  en L IS P  des a lgo r ith m es  qui perm etten t la  traduction d'un com bi - 

nateur à e f fe ts  quelconques, en fonction des com binateurs c lass iqu es .
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Nous avons presente quelques resultats obtenus dans le cadre d'une 

etude plus generale sur la complexite de reduction en Logique combinatoire 

[i 1] . La decomposition des combinateurs suivant leurs effets nous a 

permis de definir de nouvelles bases et d'enoncer certaines propositions 

relatives a }'existence de la forme normale. Par centre, afin de pouvoir se 

referer aux bases classiques de combinateurs (I , K , S, ... ) , nous avons 

programme en LISP des algorithmes qui permettent la traduction d'un combi­

nateur a effets quelconques, en fonction des combinateurs classiques. 
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