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❼ ◆❛t✉r❛❧✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭♠♦❞❛❧✮ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❛♥✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s
❼ ❘❡s✉❧t ❞✐❛❣r❛♠s✿ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts My ❛♥❞ Mz✱ s❤❡❛r Vy ❛♥❞ Vz✱ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡ N ✱ t♦rs✐♦♥
Tx✱ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝t❡❞ s❤❛♣❡

❼ ▼❡♠❜❡r ❞❡t❛✐❧ r❡♣♦rts ❛♥❞ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♠❡♠❜❡r ❞❛t❛❜❛s❡
❼ ❙❛✈❡✴❧♦❛❞ ♣r♦❥❡❝t ✜❧❡s ✭✳✇❧ ❢♦r♠❛t✮✱ ❈❙❱ ❛♥❞ ❉❳❋ ✐♠♣♦rt✴❡①♣♦rt
❼ ❆ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❋r❛♠✐❝❛■♠♣♦rt✱ ❋r❛♠✐❝❛▼♦❞❛❧✱ ♥❛♠❡❞ r✉♥ ✐❞s✮ ❢♦r s❝r✐♣t✐♥❣
❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ❡①❝❤❛♥❣❡

✺



❈❤❛♣t❡r ✷

■♥t❡r❢❛❝❡ ▲❛②♦✉t

❚❤❡ ✇♦r❦❜❡♥❝❤ ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ③♦♥❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ s✐❞❡ ❜② s✐❞❡✿

▲❡❢t ♣❛♥❡❧ ❆ s❝r♦❧❧❛❜❧❡ t❛❜ ♣❛♥❡❧ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✶✵ ♣① ✇✐❞❡✮ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✜✈❡ t❛❜s✿ ●❡♦♠❡tr②✱
Pr♦♣❡rt✐❡s✱ ▲♦❛❞s✱ ❋✐❧❡✱ ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts✳

❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❚❤❡ ✸❉ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✈✐❡✇♣♦rt✳ ❲✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❲ ❛♥❞ ❍
s❧✐❞❡rs ✐♥ t❤❡ t♦♣ t♦♦❧❜❛r✳

❆❜♦✈❡ ❜♦t❤ ③♦♥❡s s✐t t✇♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t♦♦❧❜❛rs✿ t❤❡ ♠♦❞❡✴❞✐s♣❧❛② t♦♦❧❜❛r ✭t♦♣♠♦st✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❡✇✴✲
❝❧✐♣✴♠❡♠❜❡r t♦♦❧❜❛r ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮✳

✻



❈❤❛♣t❡r ✸

❚♦♦❧❜❛rs

✸✳✶ ❚♦♣ ❚♦♦❧❜❛r

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚♦♣ t♦♦❧❜❛r ❝♦♥tr♦❧s

❈♦♥tr♦❧ ❋✉♥❝t✐♦♥

▼♦❞❡✿ ▼❡♠❜❡rs ✴ ◆♦❞❡s ❚♦❣❣❧❡ ✇❤❡t❤❡r ❝❧✐❝❦s ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦rt s❡❧❡❝t ♠❡♠❜❡rs ♦r ♥♦❞❡s
✸❉ ❝❤❡❝❦❜♦① ❘❡♥❞❡r ♠❡♠❜❡rs ❛s ❡①tr✉❞❡❞ ✸❉ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✭r❡q✉✐r❡s s❡❝✲

t✐♦♥ ❛ss✐❣♥❡❞✮
❆rr ❝❤❡❝❦❜♦① ❙❤♦✇ ♠❡♠❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛rr♦✇s ✭st❛rt → ❡♥❞✮
Pt★ ❝❤❡❝❦❜♦① ❙❤♦✇ ♥♦❞❡ ✐♥❞❡① ❧❛❜❡❧s
▲♥★ ❝❤❡❝❦❜♦① ❙❤♦✇ ♠❡♠❜❡r ✐♥❞❡① ❧❛❜❡❧s
❉❡s✐❣♥ ❝❤❡❝❦❜♦① ❍✐❣❤❧✐❣❤t ❛♥❞ ❧❛❜❡❧ ❞❡s✐❣♥ ❣r♦✉♣s ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡♠❜❡rs ❛❝r♦ss

s❡❣♠❡♥ts✮
●r❛② ❝❤❡❝❦❜♦① ●r❛② ♦✉t s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs s♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡♠❛✐♥s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡

❞✉r✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥
❍ ✴ ❲ s❧✐❞❡rs ❘❡s✐③❡ ✈✐❡✇♣♦rt ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✇✐❞t❤
❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛② ❙❤♦✇s ❝✉rr❡♥t❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs ✭▼✿ ✳ ✳ ✳ ✮ ♦r ♥♦❞❡s ✭◆✿ ✳ ✳ ✳ ✮
❉❡❜✉❣ ♠❡ss❛❣❡ ❙t❛t✉s ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❛❝t✐♦♥
Pr♦❥❡❝t ✜❧❡♥❛♠❡ ❉✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ✐t❛❧✐❝ ✇❤❡♥ ❛ ✜❧❡ ✐s ♦♣❡♥
❙❛✈❡ ❜✉tt♦♥ ◗✉✐❝❦✲s❛✈❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❥❡❝t ✜❧❡❀ ♦♣❡♥s ❛ ✜❧❡ ❞✐❛❧♦❣ ♦♥

✜rst s❛✈❡
❖♣❡♥ ❜✉tt♦♥ ▲♦❛❞ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❛✈❡❞ ✳✇❧ ♣r♦❥❡❝t ✜❧❡

✸✳✷ ❇♦tt♦♠ ❚♦♦❧❜❛r ✖ ❱✐❡✇ ❈♦♥tr♦❧s

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦♦❧❜❛r r♦✇ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✸❉ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝❧✐♣ ❜♦①✳

✼



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❖❖▲❇❆❘❙ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ Pr❡s❡t ✈✐❡✇ ❜✉tt♦♥s

❇✉tt♦♥ ❉✐r❡❝t✐♦♥

■s♦ ■s♦♠❡tr✐❝ ✭❞❡❢❛✉❧t✮
❊❧❳ ❊❧❡✈❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ X ❛①✐s
❊❧❨ ❊❧❡✈❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ Y ❛①✐s
P❧❛♥ P❧❛♥ ✈✐❡✇ ✭❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✮

✸✳✷✳✶ Pr❡s❡t ✈✐❡✇s

✸✳✷✳✷ ❋✐♥❡ ✈✐❡✇ ❝♦♥tr♦❧

❚❤r❡❡ s❧✐❞❡rs ✭✈①✱ ✈②✱ ✈③✮ s❡t ❛ ❝✉st♦♠ ❱✐❡✇P♦✐♥t ✈❡❝t♦r✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ −4 t♦ +4 ✭✈③ ❢r♦♠ −2
t♦ +4✮✳

✸✳✷✳✸ ❈❧✐♣ ❜♦①

❚❤r❡❡ ■♥t❡r✈❛❧❙❧✐❞❡r ❝♦♥tr♦❧s ✭❳✱ ❨✱ ❩✮ r❡str✐❝t ✇❤✐❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❘❡s❡t
❜✉tt♦♥ r❡st♦r❡s t❤❡ ❝❧✐♣ ❜♦① t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ❡①t❡♥t ♣❧✉s ❛ ✶♠ ♠❛r❣✐♥✳

✸✳✷✳✹ ▼❡♠❜❡r s❡❧❡❝t♦r

❚❤❡ ▼✿ s❧✐❞❡r ❛♥❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥✉♠❡r✐❝ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ st❡♣ t❤r♦✉❣❤ ♠❡♠❜❡rs ❜② ✐♥❞❡①✳ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡ t♦ ✵ ❝❧❡❛rs t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

✽



❈❤❛♣t❡r ✹

●❡♦♠❡tr② ❚❛❜

❆❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛♣s✐❜❧❡ ❖♣❡♥❡r❱✐❡✇ ♣❛♥❡❧s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✇♦r❦✢♦✇ ✐s✿
❛❞❞ ❧✐♥❡s✱ t❤❡♥ ❝♦♥♥❡❝t✱ s♣❧✐t✱ tr❛♥s❢♦r♠✱ ♦r ❡①tr✉❞❡ ♥♦❞❡s✳

✹✳✶ ❯♥❞♦ ✴ ❘❡❞♦ ✴ ❉❡s❡❧❡❝t

❊✈❡r② ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❛❝t✐♦♥ ♣✉s❤❡s ❛ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ s♥❛♣s❤♦t t♦ t❤❡ ✉♥❞♦ st❛❝❦✳ ❚❤❡ st❛❝❦
✐s ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡ss✐♦♥✳

✾



❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ●❊❖▼❊❚❘❨ ❚❆❇ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❯♥❞♦ t♦♦❧❜❛r ❜✉tt♦♥s

❇✉tt♦♥ ❆❝t✐♦♥

❯♥❞♦ ❘❡✈❡rt t❤❡ ❧❛st ❛❝t✐♦♥
❘❡❞♦ ❘❡❛♣♣❧② t❤❡ ❧❛st ✉♥❞♦♥❡ ❛❝t✐♦♥
❉❡s❡❧ ❈❧❡❛r ❛❧❧ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ ♥♦❞❡s
❙❡❧ ❆❧❧ ❙❡❧❡❝t ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ✭♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ ◆♦❞❡s ❡❞✐t ♠♦❞❡✮

✹✳✷ ❆❞❞ ▲✐♥❡

❊♥t❡r st❛rt ♣♦✐♥t P✶ ❛♥❞ ❡♥❞ ♣♦✐♥t P✷ ❛s X✱ Y ✱ Z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿

❼ ❆❞❞ ✫ ❈❤❛✐♥ ✖ ❛❞❞s t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦✈❡s P✶ t♦ P✷ s♦ t❤❡ ♥❡①t ❧✐♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❢r♦♠
t❤❛t ♣♦✐♥t✳

❼ ❆❞❞ ✖ ❛❞❞s t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛✐♥✐♥❣✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❧❡❛♥❡❞ ✭❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❧✐♥❡s ♠❡r❣❡❞✱ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ♣♦✐♥ts r❡s♦❧✈❡❞✮ ❛❢t❡r ❡❛❝❤
❛❞❞✐t✐♦♥✳

✹✳✸ ❈♦♥♥❡❝t ◆♦❞❡s

❙✇✐t❝❤ t♦ ◆♦❞❡s ♠♦❞❡✱ s❡❧❡❝t ❡①❛❝t❧② t✇♦ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦rt✱ t❤❡♥ ❝❧✐❝❦ ❆♣♣❧②✳ ❆ ♥❡✇
♠❡♠❜❡r ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

✹✳✹ ❉❡❧❡t❡

❼ ▲✐♥❡s ✖ ❞❡❧❡t❡s ❛❧❧ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs✳
❼ P♦✐♥ts ✖ ❞❡❧❡t❡s ❛❧❧ s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛♥② ♠❡♠❜❡rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡♠✳

▼❡♠❜❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ♦♥ s✉r✈✐✈✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs✳

✹✳✺ ❙✉❜❞✐✈✐❞❡

❙♣❧✐ts s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r s❡❣♠❡♥ts✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❙✉❜❞✐✈✐❞❡ ♠♦❞❡s

▼♦❞❡ ■♥♣✉t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

◆✉♠❜❡r n ≥ 2 ❉✐✈✐❞❡ ✐♥t♦ n ❡q✉❛❧ s❡❣♠❡♥ts
❘❛t✐♦ ❈♦♠♠❛✲s❡♣❛r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❡✳❣✳ ✶✱✷✱✶ ❉✐✈✐❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②
▲❡♥❣t❤ ❈♦♠♠❛✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❧❡♥❣t❤s ✭♠✮ ❋✐①❡❞✲❧❡♥❣t❤ s❡❣♠❡♥ts❀ r❡♠❛✐♥❞❡r ❛✉t♦✲

❛❞❞❡❞ ✐❢ s✉♠ < ♠❡♠❜❡r ❧❡♥❣t❤

❉✐str✐❜✉t❡❞ ❧♦❛❞s ✭❯❉▲✱ ❚r❛♣❡③♦✐❞✮ ♦♥ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦
t❤❡ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥ts✳

✹✳✻ ❖✛s❡t ▲✐♥❡s

❈♦♣✐❡s s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r (∆x,∆y,∆z)✳

✶✵



❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ●❊❖▼❊❚❘❨ ❚❆❇ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❼ ❙❡❝t✐♦♥s ❝❤❡❝❦❜♦① ✖ ♥❡✇ ♠❡♠❜❡rs ✐♥❤❡r✐t t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧s✳
❼ ▲♦❛❞s ❝❤❡❝❦❜♦① ✖ ♠❡♠❜❡r ❧♦❛❞s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ t♦ ♥❡✇ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ ❛❧❧ Pr✐♠❛r② ❧♦❛❞ ❝❛s❡s✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡♠❜❡rs r❡♠❛✐♥ s❡❧❡❝t❡❞❀ ❝❧✐❝❦✐♥❣ ❆♣♣❧② ❛❣❛✐♥ r❡♣❡❛ts t❤❡ ♦✛s❡t✳

✹✳✼ ❊①tr✉❞❡ ◆♦❞❡s

❊①t❡♥❞s s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s ❜② ❛ ✈❡❝t♦r✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❡♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts
❡①tr✉❞❡❞ ❝♦♣②✳

✹✳✽ ▼♦✈❡ ◆♦❞❡s

❚r❛♥s❧❛t❡s s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥✲♣❧❛❝❡✳ ❆❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs ♠♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡♠❀ ♠❡♠❜❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳

✹✳✾ ■♥t❡rs❡❝t

❋✐♥❞s ❛♥❞ s♣❧✐ts ♠❡♠❜❡rs t❤❛t ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ❛ s❤❛r❡❞ ♥♦❞❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ■♥t❡rs❡❝t ♠♦❞❡s

▼♦❞❡ ❇❡❤❛✈✐♦✉r

❖✛ ◆♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❙❡❧❡❝t❡❞ ■♥t❡rs❡❝ts ♦♥❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧
❆❧❧ ■♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠♦❞❡❧

✹✳✶✵ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❈❤❡❝❦❡r

❚❤❡ ❙❤♦✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❤❡❝❦❜♦① ❝♦❧♦✉rs ♠❡♠❜❡rs ❜② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆ ❢✉❧❧② ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❈♦♥♥❡❝t❡❞❀ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜✲❢r❛♠❡s ❛r❡ ✢❛❣❣❡❞ ✐♥ ♦r❛♥❣❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦✉♥t✳

✶✶



❈❤❛♣t❡r ✺

Pr♦♣❡rt✐❡s ❚❛❜

✺✳✶ ❙❡❝t✐♦♥ ❆ss✐❣♥♠❡♥t

✶✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ▲✐❜r❛r②✿ ❊✉r♦♣❡❛♥✱ ❯❑✱ ❆♠❡r✐❝❛♥✱ ♦r ❛♥② ❝✉st♦♠ ❧✐❜r❛r②✳
✷✳ ❋♦r st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❚②♣❡ ✭❡✳❣✳ ■P❊✱ ❍❊❆✱ ❯❇✱ ❯❈✱ ❈❍❙✳ ✳ ✳ ✮✳
✸✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣❞♦✇♥✳
✹✳ ❆ ❧✐✈❡ ♣r❡✈✐❡✇ s❤♦✇s ❛ ✷❉ ♣r♦✜❧❡ s❦❡t❝❤ ❛♥❞ ❛ s❝r♦❧❧❛❜❧❡ t❛❜❧❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤

✉♥✐ts✳
✺✳ ❙❡❧❡❝t ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦rt✱ t❤❡♥ ❝❧✐❝❦ ❆ss✐❣♥✳

❚❤❡ ❈✉st♦♠ s❡❝t✐♦♥ ❡❞✐t♦r ❜✉tt♦♥ ♦♣❡♥s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❞✐t♦r ❢♦r ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❡❝t✐♦♥s ✭s❡❡
❈❤❛♣t❡r ✶✸✮✳

✺✳✷ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥

❙❡ts t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡♠❜❡r ❛①✐s✱ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s✳ ❙❡❧❡❝t ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♠❡♠❜❡rs✱
❡♥t❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ ❝❧✐❝❦ ❆ss✐❣♥✳ ❲❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡♠❜❡r ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛✉t♦✲♣♦♣✉❧❛t❡s
✇✐t❤ ✐ts ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

✺✳✸ ▼❡♠❜❡r ❘❡❧❡❛s❡s

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ▼❡♠❜❡r r❡❧❡❛s❡ t②♣❡s

❖♣t✐♦♥ ▼❡❛♥✐♥❣

❋✐①❡❞ ❋✉❧❧ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✭❞❡❢❛✉❧t✮
P✐♥♥❡❞ ❘❡❧❡❛s❡s ❛❧❧ ♠♦♠❡♥ts ❛t t❤❛t ❡♥❞
P✐♥ ▼② ❘❡❧❡❛s❡s My ♦♥❧②
P✐♥ ▼③ ❘❡❧❡❛s❡s Mz ♦♥❧②

❙❡t st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ r❡❧❡❛s❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❡♥ ❝❧✐❝❦ ❆ss✐❣♥✳

✺✳✹ ❋♦r❝❡ ❚②♣❡

✺✳✺ ◆♦❞❡ ❙✉♣♣♦rts

❙❡❧❡❝t ♥♦❞❡s✱ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣❞♦✇♥✱ t❤❡♥ ❝❧✐❝❦ ❆ss✐❣♥✳

✶✷



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❚❆❇ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ▼❡♠❜❡r ❢♦r❝❡ t②♣❡s

❖♣t✐♦♥ ❇❡❤❛✈✐♦✉r

❚❡♥s✐♦♥✰❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❙t❛♥❞❛r❞ ❜❡❛♠✴❝♦❧✉♠♥ ❡❧❡♠❡♥t ✭❞❡❢❛✉❧t✮
❚❡♥s✐♦♥ ❖♥❧② ▼❡♠❜❡r ❣♦❡s s❧❛❝❦ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✖ ✉s❡❞

❢♦r ❝❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝r♦ss✲❜r❛❝✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧s
❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❖♥❧② ▼❡♠❜❡r ❣♦❡s s❧❛❝❦ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥

✶✸



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❚❆❇ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ◆♦❞❡ s✉♣♣♦rt t②♣❡s

❚②♣❡ ❉❖❋s ✜①❡❞

❋✐①❡❞ ❆❧❧ ✻ ❉❖❋s ✭✸ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✰ ✸ r♦t❛t✐♦♥s✮
P✐♥♥❡❞ ❆❧❧ ✸ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s❀ r♦t❛t✐♦♥s ❢r❡❡
❋✐①❡❞ ✭■♥t❡r♥❛❧✮ ◆♦ s✉♣♣♦rt ✭❞❡❢❛✉❧t ❢♦r ✉♥s✉♣♣♦rt❡❞ ♥♦❞❡s✮

✺✳✻ ❙♣r✐♥❣ ❙✉♣♣♦rts

❆❞❞s tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s♣r✐♥❣ st✐✛♥❡ss ✭❦◆✴♠♠✮ t♦ s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❊♥t❡r Kx✱ Ky✱ Kz ✭s❡t t♦ ✵ t♦
♦♠✐t ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s♣r✐♥❣ t②♣❡ ✭❇♦t❤✱ ❚❡♥s✐♦♥ ♦♥❧②✱ ♦r ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥❧②✮✱ ❛♥❞
❝❧✐❝❦ ❆ss✐❣♥✳ ❈❧❡❛r s♣r✐♥❣s r❡♠♦✈❡s s♣r✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s✳

✺✳✼ ▼♦❞❡❧ ❙✉♠♠❛r②

❆ ♣❛♥❡❧ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s t❛❜ s❤♦✇s ♠❡♠❜❡r ❝♦✉♥t✱ ♥♦❞❡ ❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ t♦t❛❧ ♠❛ss
✭❦❣✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ss✐❣♥❡❞ s❡❝t✐♦♥s✳

✶✹



❈❤❛♣t❡r ✻

▲♦❛❞s ❚❛❜

✻✳✶ ▲♦❛❞ ❈❛s❡s

❈r❡❛t❡ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡ ❧♦❛❞ ❝❛s❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲♦❛❞s t❛❜✳

❼ Pr✐♠❛r② ❝❛s❡s ❤♦❧❞ ❞✐r❡❝t ❧♦❛❞ ❡♥tr✐❡s ✭❢♦r❝❡s✱ ♠♦♠❡♥ts✱ ❯❉▲s✱ ❡t❝✳✮✳
❼ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠s ♦❢ Pr✐♠❛r② ❝❛s❡s✳ ❊♥t❡r ❛ ❢❛❝t♦r ♥❡①t t♦ ❡❛❝❤
Pr✐♠❛r② ❝❛s❡ ♥❛♠❡❀ ③❡r♦ ♦r ❜❧❛♥❦ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❛t ❝❛s❡✳

❈❧✐❝❦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❜✉tt♦♥ ♥❡①t t♦ ❛♥② ❝❛s❡ ♥❛♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ✐t t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❛s❡✳

✻✳✷ ▲♦❛❞ ❚②♣❡s

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧♦❛❞ t②♣❡s

❚②♣❡ ❆♣♣❧✐❡s t♦ ■♥♣✉ts

P♦✐♥t ❋♦r❝❡ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s Fx✱ Fy✱ Fz ✭❦◆✮
P♦✐♥t ▼♦♠❡♥t ❙❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s Mx✱ My✱ Mz ✭❦◆♠✮
❯❉▲ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs ♦r ❛❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ wx✱ wy✱ wz ✭❦◆✴♠✮✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ =

❞♦✇♥✇❛r❞ ✐♥ ●❧♦❜❛❧ ❩
❚r❛♣❡③♦✐❞ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs ♦r ❛❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ wst❛rt✱ w❡♥❞ ✭❦◆✴♠✮❀ ❢r♦♠✱ t♦ ✭♠✮❀

❞✐r❡❝t✐♦♥ dx✱ dy✱ dz
▼❡♠❜❡r P♦✐♥t ❙❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs ♦r ❛❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ P♦s✐t✐♦♥ ✭❢r❛❝t✐♦♥ ✵✕✶ ♦r ♠❡tr❡s

❢r♦♠ st❛rt✮❀ Fx✱ Fy✱ Fz ✭❦◆✮
●r❛✈✐t② ❆❧❧ s❡❝t✐♦♥❡❞ ♠❡♠❜❡rs ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② g ✭♠✴s2✮ ✖ ❛♣♣❧✐❡s s❡❧❢✲✇❡✐❣❤t ❛s ❛

❯❉▲
❚❤❡r♠❛❧ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs ✭❛❧❧ ✐❢ ♥♦♥❡ s❡❧❡❝t❡❞✮ ❯♥✐❢♦r♠ ∆T ✭➦❈✮❀ ●r❛❞✐❡♥t ∆T

✭➦❈✮ t♦♣−❜♦tt♦♠

❉❡s✐❣♥ ▼❡♠❜❡rs ♠♦❞❡✿ ❲❤❡♥ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❝❤❡❝❦❜♦① ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ❯❉▲✱ ❚r❛♣❡③♦✐❞✱ ❛♥❞ ▼❡♠❜❡r
P♦✐♥t ❧♦❛❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡s✐❣♥ ❣r♦✉♣✱ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❣r♦✉♣ ❧❡♥❣t❤✳

✻✳✸ ❚❤❡r♠❛❧ ▲♦❛❞s

❆ ❚❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞ ❛♣♣❧✐❡s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♠❡♠❜❡rs✳ ❚✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✿

✶✺



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ▲❖❆❉❙ ❚❆❇ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

✶✻



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ▲❖❆❉❙ ❚❆❇ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❼ ❯♥✐❢♦r♠ ∆T ✖ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜❡r✳ ■t ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛①✐❛❧
t❤❡r♠❛❧ ❢♦r❝❡ N = EAα∆T ❛❝t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡r✬s ❧♦❝❛❧ ❛①✐s ✭s♦ ✐t ✐s ❝♦rr❡❝t ❢♦r
♠❡♠❜❡rs ❛t ❛♥② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❆ r❡str❛✐♥❡❞ ♠❡♠❜❡r ❞❡✈❡❧♦♣s t❤✐s ❢♦r❝❡ ❛s ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❀
❛♥ ✉♥r❡str❛✐♥❡❞ ♠❡♠❜❡r s✐♠♣❧② ❡①♣❛♥❞s ❜② α∆T L✳

❼ ●r❛❞✐❡♥t ∆T ✖ ❛ t❤r♦✉❣❤✲❞❡♣t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭t♦♣ ♠✐♥✉s ❜♦tt♦♠✱ ♦✈❡r t❤❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡♣t❤ h✮✳ ■t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡r♠❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts M = EIz α∆T❣r❛❞/h
❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦❝❛❧ z ✭♠❛❥♦r✮ ❛①✐s✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ α ❞❡❢❛✉❧ts t♦ st❡❡❧ ✭12× 10−6/◦❈✮ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ♦✈❡rr✐❞❞❡♥
♣❡r s❡❝t✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ✧❆❧♣❤❛✧ ✜❡❧❞ t♦ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳

❚❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞s ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡rs✱ ♦r ✖ ✐❢ ♥♦t❤✐♥❣ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✖ t♦ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs
✭❛s ●r❛✈✐t② ❞♦❡s✮✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞s ❛r❡ ♦r❞✐♥❛r② ❧♦❛❞✲❝❛s❡ ❡♥tr✐❡s✱ s♦ t❤❡② ❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ ❢♦r❝❡s✱ ❯❉▲s✱
❡t❝✳ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❋❊❆ r❡s✉❧ts✳ ❆ ♣✉r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ∆T ♠♦✈❡s ♠❡♠❜❡rs ❛①✐❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ✐♥ t❤❡
❞❡❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❛❞♦✉t r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s✳

✻✳✹ ▲♦❛❞ ▲✐st

❇❡❧♦✇ t❤❡ ❆♣♣❧② ❜✉tt♦♥ ❛ s❝r♦❧❧❛❜❧❡ ❧✐st s❤♦✇s ❛❧❧ ❧♦❛❞s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❛s❡✳ ❯s❡ ❉❡❜✉❣ ❧❛st t♦
♣r✐♥t t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❧♦❛❞ ❡♥tr②✱ ❈❧❡❛r ❛❧❧ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ❧♦❛❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❉❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ r❡♠♦✈❡ ❧♦❛❞s ♦♥ ❝✉rr❡♥t❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s ♦r ♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤❡ × ❜✉tt♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ r♦✇
r❡♠♦✈❡s t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❛❞✳

✶✼



❈❤❛♣t❡r ✼

❋✐❧❡ ❚❛❜

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❋✐❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❇✉tt♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥

❙❛✈❡ ❆s ✳✇❧ ❙❛✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦❥❡❝t ✭❣❡♦♠❡tr②✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧♦❛❞s✱ ❯■ st❛t❡✮
▲♦❛❞ ✳✇❧ ❖♣❡♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❛✈❡❞ ♣r♦❥❡❝t
■♠♣♦rt ❈❙❱ ■♠♣♦rt ❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ t✇♦ ❈❙❱ ✜❧❡s ✭♥♦❞❡s ✰ ❡❧❡♠❡♥ts✮✳ Pr♦♠♣ts ❢♦r

❡❛❝❤ ✜❧❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②
❊①♣♦rt ❈❙❱ ❊①♣♦rt ♥♦❞❡ t❛❜❧❡ ✭★✱❳✱❨✱❩✱❘❡❧❡❛s❡✮ ❛♥❞ ♠❡♠❜❡r t❛❜❧❡ ✭★✱◆✶✱◆✷✱✳✳✳✮

❛s t✇♦ ❈❙❱ ✜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ❜❛❝❦ t❤r♦✉❣❤ ■♠♣♦rt ❈❙❱
■♠♣♦rt ❉❳❋ ■♠♣♦rt ❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ ❛ ✳❞①❢ ✜❧❡✳ ❘❡❛❞s ▲■◆❊✱ ▲❲P❖▲❨▲■◆❊ ❛♥❞ P❖▲❨▲■◆❊

❡♥t✐t✐❡s ❛s ♠❡♠❜❡rs❀ ❋r❛♠✐❝❛ ❛✉t♦✲♥✉♠❜❡rs t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♠❡♠❜❡rs ❛♥❞
❛ss✐❣♥s ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦♣❡rt✐❡s

❊①♣♦rt ❉❳❋ ❊①♣♦rt t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡♠❜❡rs ❛s ▲■◆❊ ❡♥t✐t✐❡s t♦ ❛ ✳❞①❢ ✜❧❡ ✭❣❡♦♠❡tr②
♦♥❧②✮ ❢♦r ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❈❆❉ t♦♦❧s

❊①♣♦rt t♦ Pr✐♥t ❉✉♠♣s t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ♦✉t♣✉t ❝❡❧❧

❈❙❱ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✜❧❡ ❤❛s ❝♦❧✉♠♥s ★✱ ❳✱ ❨✱ ❩✱ ❘❡❧❡❛s❡❀ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ✜❧❡ ❤❛s ★✱ ◆✶✱ ◆✷

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠❡♠❜❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ◆✶✴◆✷ ❛r❡ ♥♦❞❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚♦ ✐♠♣♦rt✱ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ✜❧❡
✜rst✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ✜❧❡✳

✶✽



❈❤❛♣t❡r ✽

❘❡s✉❧ts ❚❛❜

✽✳✶ ❘✉♥♥✐♥❣ ❋❊❆

✶✳ ❙❡❧❡❝t ❛ ❧♦❛❞ ❝❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣❞♦✇♥ ✭Pr✐♠❛r② ♦r ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✮✳
✷✳ ❈❧✐❝❦ ❘✉♥ ❋❊❆ ✭❣r❡❡♥ ❜✉tt♦♥✮✳
✸✳ ❖♥ s✉❝❝❡ss t❤❡ ✈✐❡✇♣♦rt s✇✐t❝❤❡s t♦ ❘❡s✉❧ts ♠♦❞❡✳ ❖♥ ❢❛✐❧✉r❡ ❛ r❡❞ ❡rr♦r ♣❛♥❡❧ ❧✐sts

❝♦♠♠♦♥ ❝❛✉s❡s✳

✶✾



❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❚❆❇ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

✽✳✷ ❉✐❛❣r❛♠ ❚②♣❡s

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❘❡s✉❧t ❞✐❛❣r❛♠ t②♣❡s

❇✉tt♦♥ ❉✐❛❣r❛♠

▼② ❇❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❛❜♦✉t ❧♦❝❛❧ y ✭♠❛❥♦r ❛①✐s✮
▼③ ❇❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❛❜♦✉t ❧♦❝❛❧ z ✭♠✐♥♦r ❛①✐s✮
❱② ❙❤❡❛r ❢♦r❝❡ ✐♥ ❧♦❝❛❧ y
❱③ ❙❤❡❛r ❢♦r❝❡ ✐♥ ❧♦❝❛❧ z
◆ ❆①✐❛❧ ❢♦r❝❡
❚ ❚♦rs✐♦♥ Tx

δ ❉❡❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡

❚❤❡ ❱❛❧s ❝❤❡❝❦❜♦① ♦✈❡r❧❛②s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ P❧♦t ♦♥ t❡♥s✐♦♥ s✐❞❡ ❞r❛✇s
♠♦♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠s ♦♥ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜❡r ✭❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❯❑ ♣r❛❝t✐❝❡✮✳

✽✳✸ ❙❝❛❧❡ ❈♦♥tr♦❧s

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠ s❝❛❧❡ s❧✐❞❡rs

❙❧✐❞❡r ❈♦♥tr♦❧s

❉✐❛❣ ❉✐❛❣r❛♠ s❝❛❧❡ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✱ 10−6 t♦ 0.5♠✴❦◆✮
❉❡✢ ❉❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✭0.5× t♦ 500×✮

✽✳✹ ▼❡♠❜❡r ❉❡t❛✐❧ ❘❡♣♦rt

❼ ❖♣❡♥ ▼ n ❞❡t❛✐❧ ✖ ♦♣❡♥s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❛♥❡❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇♦r❦❜❡♥❝❤✳
❼ Pr✐♥t ▼ n ✖ ❝r❡❛t❡s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ♥♦t❡❜♦♦❦ ❛♥❞ s❡♥❞s t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡r✳

✷✵



❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❚❆❇ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❼ Pr✐♥t ❆▲▲ ✖ ♣r✐♥ts ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ✭♦r ❞❡s✐❣♥ ❣r♦✉♣s✮ ❛s ♦♥❡ ♥♦t❡❜♦♦❦✳

✽✳✺ ❇✉✐❧❞ ❉❇

❈♦♠♣✐❧❡s ❛❧❧ ♠❡♠❜❡r r❡s✉❧ts ✐♥t♦ ❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❉❛t❛s❡t st♦r❡❞ ✐♥ ✩❢✇▼❡♠❜❡r❉❇❆❧❧ ❛♥❞ ✩❢✇▼❡♠❜❡r❉❇✳
❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛❧s♦ ♣r✐♥t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❡❧❧✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐❝ ❛❝❝❡ss t♦ ❢♦r❝❡s✱
s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥✲❣r♦✉♣ ❞❛t❛✳

✽✳✻ ▼❡♠❜❡r ❋♦r❝❡ ❙✉♠♠❛r②

❆ t❛❜❧❡ s❤♦✇s ♠❛① ❛♥❞ ♠✐♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r N ✱ Vy✱ Vz✱ Mz✱ My✱ Tx ✭✐♥ ❦◆ ✴ ❦◆♠✮ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝t✐♦♥s δy✱
δz ✭✐♥ ♠♠✮ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡r✱ ♦r ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ✐❢ ♥♦♥❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

✽✳✼ ❙✉♣♣♦rt ❘❡❛❝t✐♦♥s

❆ t❛❜❧❡ ❧✐sts r❡❛❝t✐♦♥s Fx✱ Fy✱ Fz ✭❦◆✮ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts Mx✱ My✱ Mz ✭❦◆♠✮ ❛t ❡✈❡r② s✉♣♣♦rt ♥♦❞❡✱
✇✐t❤ ❛ s✉♠ r♦✇ Σ✳ ❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❡❝❦ ♣❛♥❡❧ ❝♦♥✜r♠s ✇❤❡t❤❡r |ΣFx|✱ |ΣFy|✱ |ΣFz| < 0.05 ❦◆✳
●r❡❡♥ = ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❛t✐s✜❡❞❀ r❡❞ = ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r✳

✽✳✽ ◆❛t✉r❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭▼♦❞❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✮

❚❤❡ ▼♦❞❛❧ ♣❛♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡✬s ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s✳ ■t ❛ss❡♠❜❧❡s
❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛ss ♠❛tr✐① ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❛♥❞ s♦❧✈❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠

Kφ = ω2
Mφ,

r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠♦❞❡s ❛s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f = ω/2π ✭❍③✮ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞s T = 1/f ✭s✮✳

✶✳ ❙❡t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼♦❞❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✭❞❡❢❛✉❧t ✻✮✳
✷✳ ❈❧✐❝❦ ❘✉♥ ▼♦❞❛❧✳ ❆ t❛❜❧❡ ❧✐sts ♠♦❞❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❍③✮ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✭s✮✳
✸✳ ❈❧✐❝❦ ❖♣❡♥ ♠♦❞❡✲s❤❛♣❡ ✈✐❡✇❡r t♦ ♦♣❡♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡✱ r❡s✐③❛❜❧❡ ✇✐♥❞♦✇ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥✐✲

♠❛t❡❞ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡ s❡❧❡❝t♦r✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛② ❝♦♥tr♦❧✳

❼ ▼❛ss ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡♠❜❡r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✬s t❛❜✉❧❛t❡❞ ♠❛ss ♣❡r ♠❡tr❡ ✭❦❣✴♠✮❀ ❜❛r❡
♠❡♠❜❡rs ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ t♦ ρA ✇✐t❤ st❡❡❧ ❞❡♥s✐t② ρ = 7850 ❦❣✴♠3✳

❼ ❙✉♣♣♦rts♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✖ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ r❡str❛✐♥ts ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞❡❞ s♣r✐♥❣s
❛s t❤❡ st❛t✐❝ s♦❧✈❡r✳

❼ ▼❡♠❜❡r ❡♥❞✲r❡❧❡❛s❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s r✐❣✐❞ ❢♦r ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s❀ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❡①❛❝t ❢♦r r✐❣✐❞❧②✲
❥♦✐♥t❡❞ ❢r❛♠❡s✳

▼♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s ❋r❛♠✐❝❛▼♦❞❛❧❬✧✐❞✧❪ ✖ s❡❡ t❤❡ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐❝
■♥t❡r❢❛❝❡ ❝❤❛♣t❡r✳

✷✶



❈❤❛♣t❡r ✾

❱✐❡✇♣♦rt ✭✸❉ ❈❛♥✈❛s✮

✾✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ▼❡♠❜❡rs ❛♥❞ ◆♦❞❡s

❼ ■♥ ▼❡♠❜❡rs ♠♦❞❡✿ ❝❧✐❝❦ ❛♥② ♠❡♠❜❡r ❧✐♥❡ ♦r ❡①tr✉❞❡❞ ❜♦❞② t♦ ❛❞❞ ✐t t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳
❈❧✐❝❦ ❛❣❛✐♥ t♦ ❞❡s❡❧❡❝t✳

❼ ■♥ ◆♦❞❡s ♠♦❞❡✿ ❝❧✐❝❦ ❛♥② ♥♦❞❡ s♣❤❡r❡ t♦ s❡❧❡❝t ✐t✳

✾✳✷ ❱✐❡✇♣♦rt ■♥❞✐❝❛t♦rs

❚❛❜❧❡ ✾✳✶✿ ❱✐s✉❛❧ s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦rt

❙②♠❜♦❧ ▼❡❛♥✐♥❣

❚r✐❛♥❣❧❡ ✴ ♣②r❛♠✐❞ ✭❣r❡❡♥✮ ❋✐①❡❞ s✉♣♣♦rt
❈✐r❝❧❡ ✭❣r❡❡♥✮ P✐♥♥❡❞ s✉♣♣♦rt
❈♦✐❧ ✴ ❤❡❧✐① ❙♣r✐♥❣ s✉♣♣♦rt
❆rr♦✇ ♦♥ ♠❡♠❜❡r ▼❡♠❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭st❛rt → ❡♥❞✮
❘❡❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❙❡❧❡❝t❡❞ ♠❡♠❜❡r
❉❛s❤❡❞ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❧✐♥❡ ❉❡s✐❣♥ ❣r♦✉♣ ❡①t❡♥t
❉n ❧❛❜❡❧ ❉❡s✐❣♥ ❣r♦✉♣ ✐♥❞❡①

✷✷



❈❤❛♣t❡r ✶✵

●r♦✉♣s P❛♥❡❧

❚❤❡ ●r♦✉♣s ♣❛♥❡❧ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ●❡♦♠❡tr②✱ Pr♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ▲♦❛❞s t❛❜s✳

✶✵✳✶ ❙❛✈✐♥❣ ❛ ●r♦✉♣

✶✳ ❙❡❧❡❝t ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦rt✳
✷✳ ❚②♣❡ ❛ ♥❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ●r♦✉♣ ♥❛♠❡ ✜❡❧❞✳
✸✳ ❈❧✐❝❦ ❙❛✈❡✳

●r♦✉♣s st♦r❡ ♠❡♠❜❡r ❣❡♦♠❡tr② ✭♥♦t ✐♥❞✐❝❡s✮✱ s♦ t❤❡② s✉r✈✐✈❡ r❡✐♥❞❡①✐♥❣✳

✶✵✳✷ ●r♦✉♣ ❚❛❜❧❡

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✿ ●r♦✉♣ t❛❜❧❡ ❝♦❧✉♠♥s

❈♦❧✉♠♥ ▼❡❛♥✐♥❣

❱✐s✐❜❧❡ ❙❤♦✇✴❤✐❞❡ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦rt
❆❝t✐✈❡ ■♥❝❧✉❞❡ ❣r♦✉♣ ✐♥ ❧♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❝❛❧❧
◆❛♠❡ ●r♦✉♣ ♥❛♠❡ ✭❜♦❧❞ ✐❢ ❛❝t✐✈❡✮
▼❡♠❜❡rs ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣
× ❉❡❧❡t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣

❈❧✐❝❦✐♥❣ ❘❡❝❛❧❧ s❡❧❡❝ts ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❝✉rr❡♥t❧② ❆❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s✳ ❲❤❡♥ ❣r♦✉♣s ❛r❡
❆❝t✐✈❡✱ ❯❉▲✱ ❚r❛♣❡③♦✐❞✱ ▼❡♠❜❡r P♦✐♥t✱ ❛♥❞ ❚❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤♦s❡
❣r♦✉♣s ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ♠❛♥✉❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✶✶

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐❝ ■♥t❡r❢❛❝❡

❇❡②♦♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✇♦r❦❜❡♥❝❤✱ ❋r❛♠✐❝❛ ❡①♣♦s❡s ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s❝r✐♣t✐♥❣
❛♥❞ ❢♦r ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❲♦❧❢r❛♠ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦❞❡✳

✶✶✳✶ ▲♦❛❞✐♥❣ ❋r❛♠✐❝❛

❆❢t❡r ✐♥st❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❧❡t✱ ❧♦❛❞ ✐t ♦♥❝❡ ♣❡r s❡ss✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✉s❡✿

◆❡❡❞s❬✧▼❛❧❝♦❧♠❲♦♦❞r✉❢❢❵❋r❛♠✐❝❛❵✧❪

❚❤❡♥ ♦♣❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❜❡♥❝❤ ✇✐t❤ ❋r❛♠✐❝❛❬❪✳ ▲♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✜rst ❡♥s✉r❡s t❤❡ s②♠❜♦❧ r❡s♦❧✈❡s
t♦ t❤❡ ♣❛❝❧❡t ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♥ ❡♠♣t② ❣❧♦❜❛❧✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣ ❛♥❞ s♦❧✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✶✶✳✷ ❘✉♥ ■❉s ✖ ▼✉❧t✐♣❧❡ Pr♦❥❡❝ts ✐♥ ❖♥❡ ◆♦t❡❜♦♦❦

❈❛❧❧✐♥❣ ❋r❛♠✐❝❛❬✧✐❞✧❪ ✇✐t❤ ❛ str✐♥❣ t❛❣ ♦♣❡♥s ❛ ✇♦r❦❜❡♥❝❤ ❜♦✉♥❞ t♦ ❛ ♥❛♠❡❞ r✉♥✳ ❊❛❝❤ r✉♥
❦❡❡♣s ✐ts ♦✇♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧♦❛❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts✱ s♦ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝ts ❝❛♥ ❧✐✈❡ ✐♥ ♦♥❡ ♥♦t❡❜♦♦❦
✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣✿

❋r❛♠✐❝❛❬✧❇r✐❞❣❡✧❪

❋r❛♠✐❝❛❬✧❚♦✇❡r✧❪

❘❡✲❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❋r❛♠✐❝❛❬✧✐❞✧❪ ❝❡❧❧ r❡st♦r❡s t❤❛t ♣r♦❥❡❝t r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡s❡tt✐♥❣ ✐t✳ P❧❛✐♥ ❋r❛♠✐❝❛❬❪
✭♥♦ ✐❞✮ r❡♠❛✐♥s ❛ s❝r❛t❝❤ ✇♦r❦❜❡♥❝❤✳ ❘✉♥ st❛t❡ ♣❡rs✐sts ❢♦r t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s❡ss✐♦♥❀ ✉s❡ t❤❡ ❙❛✈❡
❜✉tt♦♥ t♦ ❦❡❡♣ ❛ ♣r♦❥❡❝t ♦♥ ❞✐s❦ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❦❡r♥❡❧ r❡st❛rt✳

❍❡❧♣❡rs✿

❼ ❋r❛♠✐❝❛❘✉♥s❬❪ ✖ ❧✐st t❤❡ ✐❞s ♦❢ ❛❧❧ r✉♥s ❤❡❧❞ t❤✐s s❡ss✐♦♥✳
❼ ❋r❛♠✐❝❛❘✉♥s❬✧✐❞✧❪ ✖ r❡t✉r♥ t❤❡ st♦r❡❞ st❛t❡ ♦❢ ❛ r✉♥✳
❼ ❋r❛♠✐❝❛❘❡s❡t❬✧✐❞✧❪ ✖ ❝❧❡❛r ❛ r✉♥❀ ❋r❛♠✐❝❛❘❡s❡t❬❪ ❝❧❡❛rs ❛❧❧✳

✶✶✳✸ ■♠♣♦rt✐♥❣ ●❡♦♠❡tr②

❋r❛♠✐❝❛■♠♣♦rt❬✧✐❞✧✱ ♥♦❞❡s✱ ♠❡♠❜❡rs❪ ❧♦❛❞s ❡①t❡r♥❛❧❧②✲❝♦♠♣✉t❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲♦❧❢r❛♠ ▲❛♥❣✉❛❣❡✮ ✐♥t♦ ❛ r✉♥✿

❼ ♥♦❞❡s ✖ ④④♥♦❞❡■❞✱ ①✱ ②✱ ③⑥✱ ✳✳✳⑥ ♦r ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❁⑤♥♦❞❡■❞ ✲❃ ④①✱ ②✱ ③⑥⑤❃✳
❼ ♠❡♠❜❡rs ✖ ④④♥✶✱ ♥✷⑥✱ ✳✳✳⑥ ♦r ④④♠❡♠❜❡r■❞✱ ♥✶✱ ♥✷⑥✱ ✳✳✳⑥ ♦❢ ♥♦❞❡✲✐❞ ♣❛✐rs✳

✷✹



❈❍❆P❚❊❘ ✶✶✳ P❘❖●❘❆▼▼❆❚■❈ ■◆❚❊❘❋❆❈❊ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

◆♦❞❡ ✐❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② t♦ r❡s♦❧✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②❀ ❋r❛♠✐❝❛ r❡♥✉♠❜❡rs ♥♦❞❡s ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❜② ♣♦s✐t✐♦♥✳
❆❢t❡r ✐♠♣♦rt✐♥❣✱ ♦♣❡♥ t❤❡ r✉♥ ✇✐t❤ ❋r❛♠✐❝❛❬✧✐❞✧❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

❋r❛♠✐❝❛■♠♣♦rt❬✧❢r❛♠❡✶✧✱

④④✶✱✵✱✵✱✵⑥✱④✷✱✹✱✵✱✵⑥✱④✸✱✹✱✵✱✸⑥✱④✹✱✵✱✵✱✸⑥⑥✱

④④✶✱✷⑥✱④✷✱✸⑥✱④✸✱✹⑥✱④✹✱✶⑥✱④✶✱✸⑥⑥❪❀

❋r❛♠✐❝❛❬✧❢r❛♠❡✶✧❪

✶✶✳✹ ▼♦❞❛❧ ❆♥❛❧②s✐s

❋r❛♠✐❝❛▼♦❞❛❧❬✧✐❞✧❪ r✉♥s ♥❛t✉r❛❧✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ r✉♥✬s ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛♥ ❛s✲
s♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✧❋r❡q✉❡♥❝✐❡s✧ ✭❍③✮✱ ✧P❡r✐♦❞s✧ ✭s✮ ❛♥❞ ✧▼♦❞❡s✧ ✭♠♦❞❡ s❤❛♣❡s✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♦♥
✧▼♦❞❡s✧✲❃♥ s❡ts ❤♦✇ ♠❛♥② ♠♦❞❡s t♦ r❡t✉r♥ ✭❞❡❢❛✉❧t ✻✮✳ ❙✉♣♣♦rts ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r✉♥✳

✶✶✳✺ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❊①❛♠♣❧❡s

❼ ❋r❛♠✐❝❛▼❛♥✉❛❧❬❪ ✖ ♦♣❡♥ t❤✐s ✉s❡r ♠❛♥✉❛❧✳
❼ ❋r❛♠✐❝❛▼❛♥✉❛❧❬✧❉❡✈❡❧♦♣❡r✧❪ ✖ ♦♣❡♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ♠❛♥✉❛❧✳
❼ ❋r❛♠✐❝❛▼❛♥✉❛❧❬✧❈✉st♦♠❙❡❝t✐♦♥s✧❪ ✖ ♦♣❡♥ t❤❡ ❈✉st♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ❊❞✐t♦r ❣✉✐❞❡✳
❼ ❋r❛♠✐❝❛❊①❛♠♣❧❡s❬❪ ✖ ♦♣❡♥ t❤❡ ❢♦❧❞❡r ♦❢ ❜✉♥❞❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❥❡❝ts ✭❧♦❛❞ t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡
✇♦r❦❜❡♥❝❤ ✇✐t❤ ▲♦❛❞ ✳✇❧✮✳

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✶✷

❲♦r❦✢♦✇ ❚✐♣s

✶✳ ❚②♣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✿ ❣❡♦♠❡tr② → s❡❝t✐♦♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t → s✉♣♣♦rts → ❧♦❛❞ ❝❛s❡s
→ ❘✉♥ ❋❊❆ → ✐♥s♣❡❝t r❡s✉❧ts → ❇✉✐❧❞ ❉❇✳

✷✳ ❙❛✈❡ ♦❢t❡♥✳ ❚❤❡ ❙❛✈❡ ❜✉tt♦♥ q✉✐❝❦✲s❛✈❡s❀ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✜❧❡♥❛♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡✲✐t❛❧✐❝
✇❤❡♥ ❛ ✜❧❡ ✐s ♦♣❡♥✳

✸✳ ❉❡s✐❣♥ ▼❡♠❜❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ✇❤❡♥ ②♦✉r ❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡❛♠s ♠♦❞✲
❡❧❧❡❞ ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r s❡❣♠❡♥ts✳

✹✳ ❙♣r✐♥❣ s✉♣♣♦rts ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✢❡①✐❜❧❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳ ❙❡t st✐✛♥❡ss t♦ ✵ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦
♦♠✐t ❛ s♣r✐♥❣ ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✺✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✿ ❈r❡❛t❡ ❛❧❧ Pr✐♠❛r② ❝❛s❡s ✜rst✱ t❤❡♥ ❛❞❞ ❛ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥t❡r
❢❛❝t♦rs✳ ❘✉♥ ❋❊❆ ♦♥ t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t♦ s❡❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ r❡s♣♦♥s❡✳

✷✻



❈❤❛♣t❡r ✶✸

❈✉st♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ❊❞✐t♦r

✶✸✳✶ ❖♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ❊❞✐t♦r

■♥ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s t❛❜✱ ❝❧✐❝❦ t❤❡ ❈✉st♦♠ s❡❝t✐♦♥ ❡❞✐t♦r✳ ✳ ✳ ❜✉tt♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥
♣❛♥❡❧✳ ❆ ✢♦❛t✐♥❣ ❞✐❛❧♦❣ ♦♣❡♥s t✐t❧❡❞ ❈✉st♦♠ ❙❡❝t✐♦♥s✳ ■t r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥ ✇❤✐❧❡ ②♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡
✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❋r❛♠✐❝❛✳

✶✸✳✷ ❙t❡♣ ✶ ✖ ❈❤♦♦s❡ ♦r ❈r❡❛t❡ ❛ ▲✐❜r❛r②

❆ ❧✐❜r❛r② ✐s ❛ ♥❛♠❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉st♦♠ s❡❝t✐♦♥s s❛✈❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✳✇❧ ✜❧❡ ♦♥ ❞✐s❦✳ ❆❧❧
❝✉st♦♠ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛♣♣❡❛r ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❯❑✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❛♥❞ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❧✐❜r❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥
❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣♦♣✉♣ ✐♥ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s t❛❜✳

❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐❜r❛r②✿ ❯s❡ t❤❡ ♣♦♣✉♣ ♠❡♥✉ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❡❞✐t♦r✳
❈r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❧✐❜r❛r②✿ ❙❡❧❡❝t ✖ ♥❡✇ ❧✐❜r❛r② ✖ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉♣✱ t②♣❡ ❛ ♥❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ t❤❛t
❛♣♣❡❛rs✱ t❤❡♥ ❝❧✐❝❦ ❈r❡❛t❡✳ ❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ✜❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❚❤❡ st❛t✉s ❧✐♥❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♣♦♣✉♣ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❧✐❜r❛r② ♥❛♠❡✱ ❤♦✇ ♠❛♥② s❡❝t✐♦♥s ✐t ❝♦♥t❛✐♥s✱ ❛♥❞
t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ✳✇❧ ✜❧❡ ♦♥ ❞✐s❦✳

✶✸✳✸ ❙t❡♣ ✷ ✖ ❈❤♦♦s❡ ❛ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ▼♦❞❡

❚✇♦ r❛❞✐♦ ❜✉tt♦♥s ❝♦♥tr♦❧ ❤♦✇ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✿

▼♦❞❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❢r♦♠ ♣♦❧②❣♦♥ ❨♦✉ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦✉t❧✐♥❡ ❛s ❛ ♣♦❧②❣♦♥✳
❆r❡❛ A✱ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥ts Iyy ❛♥❞ Izz ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ ②♦✉ ♣r❡ss ❈❛❧❝✳

❊♥t❡r ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛♥✉❛❧❧② ❨♦✉ t②♣❡ ❡✈❡r② ♣r♦♣❡rt② ✈❛❧✉❡ ②♦✉rs❡❧❢✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❣♦♥
✜❡❧❞ ✐s ♦♣t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉s❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r❡✈✐❡✇✳

✶✸✳✹ ❙t❡♣ ✸ ✖ ❊♥t❡r ❙❡❝t✐♦♥ Pr♦♣❡rt✐❡s

❋✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣❛♥❡❧✿
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❋✐❡❧❞ ❯♥✐ts ◆♦t❡s

◆❛♠❡ ✖ ❆♥② t❡①t ❧❛❜❡❧✱ ❡✳❣✳ ✸✵✵ ❝♦♥❝ s❧❛❜

♦r ✽✵✵ ❞✐❛ ♣✐❧❡

❊ ●P❛ ❊❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s✳ ❙t❡❡❧ ≈ 210 ●P❛✱
❝♦♥❝r❡t❡ ≈ 30 ●P❛

❆ ♠♠2 ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛✳ ●r❡②❡❞ ♦✉t ✐♥
♣♦❧②❣♦♥ ♠♦❞❡ ✉♥t✐❧ ②♦✉ ♣r❡ss ❈❛❧❝

Iyy ♠♠4 ❙❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❛❜♦✉t ❧♦❝❛❧ y✲❛①✐s✳
●r❡②❡❞ ♦✉t ✐♥ ♣♦❧②❣♦♥ ♠♦❞❡

Izz ♠♠4 ❙❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❛❜♦✉t ❧♦❝❛❧ z✲❛①✐s✳
●r❡②❡❞ ♦✉t ✐♥ ♣♦❧②❣♦♥ ♠♦❞❡

It ♠♠4 ❚♦rs✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆❧✇❛②s ❡♥t❡r❡❞
♠❛♥✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥❝❡❀
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛❢t❡r
s❛✈✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

▼❛ss ❦❣✴♠3 ▼❛t❡r✐❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ✉s❡❞ ❢♦r
s❡❧❢✲✇❡✐❣❤t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✶✸✳✺ ❙t❡♣ ✹ ✖ ❉❡✜♥❡ t❤❡ P♦❧②❣♦♥

❚❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ✐s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦✉t❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ y✕z ♣❧❛♥❡✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ ❧✐st ♦❢ {y, z}
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣❛✐rs ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡tr❡s✳ ❚❤❡② s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ✐♥ ❛ ❝❧♦❝❦✇✐s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❛s t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳

◆♦t❡✿ ❚❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❈✐r❝❧❡P♦✐♥ts ❡♥❛❜❧❡s ❡❛s② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r r❡❣✉❧❛r
♣♦❧②❣♦♥s✳

❚❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦✿

❼ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ A✱ Iyy✱ Izz ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✭♣♦❧②❣♦♥ ♠♦❞❡✮❀
❼ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦rs✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t It ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛❢t❡r s❛✈✐♥❣❀
❼ ❞r❛✇ ❛ s❤❛♣❡ ♣r❡✈✐❡✇ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s t❛❜✳

✶✸✳✺✳✶ P♦❧②❣♦♥ ❙②♥t❛①

✭✯ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✸✵✵ ♠♠ ✇✐❞❡ ① ✺✵✵ ♠♠ ❞❡❡♣ ✯✮

④④✲✶✺✵✱ ✷✺✵⑥✱ ④✶✺✵✱ ✷✺✵⑥✱ ④✶✺✵✱ ✲✷✺✵⑥✱ ④✲✶✺✵✱ ✲✷✺✵⑥⑥

✭✯ ❍♦❧❧♦✇ s❡❝t✐♦♥✿ ♦✉t❡r ❝♦♥t♦✉r t❤❡♥ ✐♥♥❡r ❝♦♥t♦✉r ✯✮

④④④ ✲✷✵✵ ✱✶✵✵⑥ ✱④✷✵✵ ✱✶✵✵⑥ ✱④✷✵✵ ✱ ✲✶✵✵⑥ ✱④ ✲✷✵✵ ✱ ✲✶✵✵⑥⑥ ✱

④④ ✲✶✺✵ ✱✼✺⑥ ✱④✶✺✵ ✱✼✺⑥ ✱④✶✺✵ ✱ ✲✼✺⑥ ✱④ ✲✶✺✵ ✱ ✲✼✺⑥⑥⑥

❚❤❡ ❡❞✐t♦r s✉♣♣♦rts ❜♦t❤ s♦❧✐❞ ♣♦❧②❣♦♥s ✭❛ ✢❛t ❧✐st ♦❢ {y, z} ♣❛✐rs✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♣♦❧②❣♦♥ s❡❝✲
t✐♦♥s ✭❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥ ❧✐sts✮✱ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❤♦❧❧♦✇ s❡❝t✐♦♥s ♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ s❤❛♣❡s✳ ❆ ❧✐✈❡ ♣r❡✈✐❡✇
❛♣♣❡❛rs ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ ❛s ②♦✉ t②♣❡✳

✶✸✳✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ Pr♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ P♦❧②❣♦♥

❆❢t❡r ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥✱ ❝❧✐❝❦ ❈❛❧❝ ❆✱ ■②②✱ ■③③ ❢r♦♠ ♣♦❧②❣♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s
♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❣r❡②❡❞✲♦✉t ✜❡❧❞s✳ ❨♦✉ ❝❛♥ t❤❡♥ ❛❞❥✉st t❤❡♠ ♠❛♥✉❛❧❧② ✐❢ r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❢♦r❡ s❛✈✐♥❣✳
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❚❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜❡r✬s ❧♦❝❛❧ y✕z ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧
x✲❛①✐s ✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡r ❛①✐s✳ ❈❡♥tr❡ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❡❝t✐♦♥ ❧✐❜r❛r②✳

✶✸✳✻ ❙t❡♣ ✺ ✖ ❙❛✈❡ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥

❈❧✐❝❦ ❙❛✈❡ ❙❡❝t✐♦♥ t♦ ▲✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s✿

✶✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❧✐❜r❛r② ✐♥ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ t♦ t❤❡ ✳✇❧
✜❧❡ ♦♥ ❞✐s❦✳

✷✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❋r❛♠✐❝❛ s❡❝t✐♦♥ ♣♦♣✉♣ str❛✐❣❤t ❛✇❛② ✖ ♥♦ r❡st❛rt ✐s
♥❡❡❞❡❞✳

✸✳ ❆ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❛rts t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t♦rs✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t It ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ▲❛♣❧❛❝❡ s♦❧✈❡r ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♦✉t❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ♠❛② t❛❦❡ ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s t♦ ❛ ♠✐♥✉t❡
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❤❡♥ ✐t ❝♦♠♣❧❡t❡s✱ It ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✜❧❡
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳

❚❤❡ st❛t✉s ❧✐♥❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜✉tt♦♥ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ s❛✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❡♥ t✐❝❦✱ ♦r s❤♦✇s ❛♥ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡
✐♥ r❡❞✳

❚♦rs✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t ♣❡♥❞✐♥❣✿ ■❢ ②♦✉ ❝❧♦s❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ It ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✜♥✐s❤❡s✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ It = 0✳ ❙✐♠♣❧② r❡✲s❛✈❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ t♦ tr✐❣❣❡r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥✳

✶✸✳✼ ▼❛♥❛❣✐♥❣ ❊①✐st✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡❞✐t♦r s❤♦✇s ❛❧❧ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❧✐❜r❛r②✳

❙❡❧❡❝t ❛ s❡❝t✐♦♥
❈❧✐❝❦ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♥❛♠❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✐t✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡ t✉r♥s ❜❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❉❡❧❡t❡ ❜✉tt♦♥ ❛❝t✐✈❛t❡s✳

❉❡❧❡t❡ ❛ s❡❝t✐♦♥
❲✐t❤ ❛ s❡❝t✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❝❧✐❝❦ ❉❡❧❡t❡ ❬s❡❝t✐♦♥ ♥❛♠❡❪✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ♠❡♠♦r②
❛♥❞ t❤❡ ✳✇❧ ✜❧❡ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❉❡❧❡t❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❧✐❜r❛r②
❈❧✐❝❦ ❉❡❧❡t❡ ❡♥t✐r❡ ❧✐❜r❛r② ❵❬♥❛♠❡❪✬✳ ❆ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✐s r❡✲
♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ✐ts ✳✇❧ ✜❧❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐s❦✳

✶✸✳✽ ❯♥✐t ❈♦♥✈❡rs✐♦♥s

❚❤❡ ❡❞✐t♦r ❛❝❝❡♣ts ✐♥♣✉ts ✐♥ ❡✈❡r②❞❛② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✉♥✐ts ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rts t❤❡♠ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❜❡❢♦r❡
st♦r✐♥❣✿

Pr♦♣❡rt② ❨♦✉ ❡♥t❡r ❙t♦r❡❞ ❛s ❈♦♥✈❡rs✐♦♥

E ●P❛ ▼P❛ × 1000
A ♠♠2 ♠2 ÷ 106

Iyy✱ Izz✱ It ♠♠4 ♠4 ÷ 108

▼❛ss ❦❣✴♠3 ❦❣✴♠ × (A÷ 106)
P♦❧②❣♦♥ ♠♠ ♠ ÷ 1000

✸✵



❈❍❆P❚❊❘ ✶✸✳ ❈❯❙❚❖▼ ❙❊❈❚■❖◆ ❊❉■❚❖❘ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❨♦✉ ♥❡✈❡r s❡❡ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ✖ s✐♠♣❧② ❡♥t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐ts s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❛❜❡❧s✳

✶✸✳✾ ◆♦t❡s ♦♥ t❤❡ ❊ ❱❛❧✉❡ ❢♦r ❈✉st♦♠ ❙❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ E ✈❛❧✉❡ st♦r❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝✉st♦♠ s❡❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✩❢✇❊▼♦❞ s❡tt✐♥❣
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✿

❼ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ✩❢✇❊❙t❡❡❧ ♦r ✩❢✇❊▼♦❞❬✧❯❑✧❪ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t s❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❝✉st♦♠ ❧✐❜r❛r✐❡s✳
❼ ❚♦ ❝❤❛♥❣❡ E ❢♦r ❛ ❝✉st♦♠ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♣❡♥ t❤❡ ❡❞✐t♦r✱ ❞❡❧❡t❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡♥tr②✱ ❛♥❞ r❡✲s❛✈❡ ✐t
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ E ✈❛❧✉❡✳

✶✸✳✶✵ ▼✉❧t✐✲P♦❧②❣♦♥ ✭❍♦❧❧♦✇✮ ❙❡❝t✐♦♥s

❋r❛♠✐❝❛ ❞❡t❡❝ts ♥❡st❡❞ ♣♦❧②❣♦♥ ❧✐sts ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ tr❡❛ts t❤❡♠ ❛s ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦r ❤♦❧❧♦✇ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
❞❡s❝r✐❜❡ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ t❡❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❣❛♣✱ ❛ ❯✲s❤❛♣❡❞ ❝♦♥❝r❡t❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦r ❛ ❤♦❧❧♦✇ st❡❡❧ ♦r
❝♦♥❝r❡t❡ s❡❝t✐♦♥✳

✭✯ ❍♦❧❧♦✇ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜♦①✿ ✹✵✵ ① ✷✵✵ ♠♠✱ ✶✵ ♠♠ ✇❛❧❧ ✯✮

④④④ ✲✷✵✵ ✱✶✵✵⑥ ✱④✷✵✵ ✱✶✵✵⑥ ✱④✷✵✵ ✱ ✲✶✵✵⑥ ✱④ ✲✷✵✵ ✱ ✲✶✵✵⑥⑥ ✱

④④ ✲✶✾✵ ✱✾✵⑥ ✱④✶✾✵ ✱✾✵⑥ ✱④✶✾✵ ✱ ✲✾✵⑥ ✱④ ✲✶✾✵ ✱ ✲✾✵⑥⑥⑥

✭✯ ■✲s❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤r❡❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s ✯✮

④④④ ✲✶✵✵ ✱✷✵✵⑥ ✱④✶✵✵ ✱✷✵✵⑥ ✱④✶✵✵ ✱✶✽✺⑥ ✱④ ✲✶✵✵ ✱✶✽✺⑥⑥ ✱

④④ ✲✶✵ ✱✶✽✺⑥ ✱④✶✵ ✱✶✽✺⑥ ✱④✶✵ ✱ ✲✶✽✺⑥ ✱④ ✲✶✵ ✱ ✲✶✽✺⑥⑥ ✱

④④ ✲✶✵✵ ✱ ✲✶✽✺⑥ ✱④✶✵✵ ✱ ✲✶✽✺⑥ ✱④✶✵✵ ✱ ✲✷✵✵⑥ ✱④ ✲✶✵✵ ✱ ✲✷✵✵⑥⑥⑥

❋♦r ❤♦❧❧♦✇ s❡❝t✐♦♥s✱ ❧✐st t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦♥t♦✉r ✜rst✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦♥t♦✉r✭s✮✳ ❚❤❡ ❡❞✐t♦r ✉s❡s t❤❡
s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❛r❡❛ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♣♦❧②❣♦♥s ❛r❡ ✈♦✐❞s✳

✶✸✳✶✶ ❲♦r❦✢♦✇ ❙✉♠♠❛r②

✶✳ ❖♣❡♥ ❡❞✐t♦r ✈✐❛ Pr♦♣❡rt✐❡s t❛❜ → ❈✉st♦♠ s❡❝t✐♦♥ ❡❞✐t♦r✳ ✳ ✳

✷✳ ❙❡❧❡❝t ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐❜r❛r②✱ ♦r ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♦♥❡✳

✸✳ ❈❤♦♦s❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♦r ♠❛♥✉❛❧ ♠♦❞❡✳

✹✳ ❊♥t❡r ◆❛♠❡✱ ❊✱ ■t✱ ▼❛ss✳

✺✳ P♦❧②❣♦♥ ♠♦❞❡✿ ❡♥t❡r ♣♦❧②❣♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♣r❡ss ❈❛❧❝ ❆✱ ■②②✱ ■③③ ❢r♦♠ ♣♦❧②❣♦♥✳
▼❛♥✉❛❧ ♠♦❞❡✿ ❡♥t❡r ❆✱ ■②②✱ ■③③ ❞✐r❡❝t❧②✳

✻✳ ❈❧✐❝❦ ❙❛✈❡ ❙❡❝t✐♦♥ t♦ ▲✐❜r❛r②✳

✼✳ ❈❧♦s❡ t❤❡ ❡❞✐t♦r ✭♦r ❧❡❛✈❡ ✐t ♦♣❡♥✮✳

✽✳ ■♥ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s t❛❜✱ s❡❧❡❝t ②♦✉r ❝✉st♦♠ ❧✐❜r❛r② ❢r♦♠ t❤❡ ▲✐❜ ♣♦♣✉♣✳

✾✳ ❙❡❧❡❝t ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦rt ❛♥❞ ❝❧✐❝❦ ❆ss✐❣♥✳

✸✶



P❛rt ■■

❲♦r❦❡❞ ❊①❛♠♣❧❡s

✸✷



❘✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❲♦r❦❡❞ ❊①❛♠♣❧❡s

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✿ ❧♦❛❞ ❛ r❡❛❞②✲♠❛❞❡ ♣r♦❥❡❝t ✜❧❡✱
♦r ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ②♦✉rs❡❧❢ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✲❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦❞❡✳

❘♦✉t❡ ❆ ✖ ▲♦❛❞ ❛ r❡❛❞②✲♠❛❞❡ ♣r♦❥❡❝t ✭q✉✐❝❦❡st✮

❚❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❜✉♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛❝❧❡t ❛s ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❥❡❝ts ✭❣❡♦♠❡tr②✱ s❡❝t✐♦♥s✱ s✉♣✲
♣♦rts ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❝❛s❡s✮✿ ♣♦rt❛❧❴s❤❡❞❴✸❉ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ P❛rt ❈✮✱ ♠♦♠❡♥t❴❢r❛♠❡❴✸❉ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✷✮
❛♥❞ s❝❤✇❡❞❧❡r❴❞♦♠❡ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✸✮✳

✶✳ ▲♦❛❞ t❤❡ ♣❛❝❧❡t ❛♥❞ ❝♦♣② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❛ ✇r✐t❛❜❧❡ ❢♦❧❞❡r✿
◆❡❡❞s❬✧▼❛❧❝♦❧♠❲♦♦❞r✉❢❢❵❋r❛♠✐❝❛❵✧❪

❋r❛♠✐❝❛❊①❛♠♣❧❡s❬❪

❋r❛♠✐❝❛❊①❛♠♣❧❡s❬❪ ❝♦♣✐❡s t❤❡ ❜✉♥❞❧❡❞ ♣r♦❥❡❝ts ✐♥t♦ ❛ ❋r❛♠✐❝❛ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦❧❞❡r ✐♥ ②♦✉r
❉♦❝✉♠❡♥ts ❞✐r❡❝t♦r② ❛♥❞ ♦♣❡♥s t❤❛t ❢♦❧❞❡r✳ ✭❚❤❡ ♣❛❝❧❡t✬s ♦✇♥ ❝♦♣② ❧✐✈❡s ✐♥ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧②
s②st❡♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❡ ✜❧❡s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ♦✉t t♦ s♦♠❡✇❤❡r❡ ②♦✉ ❝❛♥ ❜r♦✇s❡ t♦✳✮

✷✳ ❖♣❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❜❡♥❝❤✿
❋r❛♠✐❝❛❬❪

✸✳ ■♥ t❤❡ ❋✐❧❡ t❛❜✱ ❝❧✐❝❦ ▲♦❛❞ ✳✇❧ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❋r❛♠✐❝❛ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦❧❞❡r
✭♦r ✜rst ❝♦♣② ✐t t♦ ②♦✉r ❉❡s❦t♦♣ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ✐t ❢r♦♠ t❤❡r❡✮✳

✹✳ ●♦ t♦ t❤❡ ❘❡s✉❧ts t❛❜✱ ♣✐❝❦ ❛ ❧♦❛❞ ❝❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣❞♦✇♥✱ ❛♥❞ ❝❧✐❝❦ ❘✉♥ ❋❊❆✳ ❚r② ❘✉♥
▼♦❞❛❧ ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❘♦✉t❡ ❇ ✖ ❇✉✐❧❞ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦❞❡

❊❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❣❡♦♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦r ❧✐st✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❝❛❧❧s
❢✇❙❛✈❡Pr♦❥❡❝t❬✳✳✳❪ t♦ ✇r✐t❡ ❛ ✳✇❧ ✜❧❡ ✭t♦ ②♦✉r ❉❡s❦t♦♣ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ✉s❡s
❋r❛♠✐❝❛✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s♦ ♦♣❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❜❡♥❝❤ ♦♥❝❡ ✜rst✿

◆❡❡❞s❬✧▼❛❧❝♦❧♠❲♦♦❞r✉❢❢❵❋r❛♠✐❝❛❵✧❪

❋r❛♠✐❝❛❬❪

❖♣❡♥✐♥❣ ❋r❛♠✐❝❛❬❪ ♣✉ts t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ✭▼❛❧❝♦❧♠❲♦♦❞r✉❢❢❵❋r❛♠✐❝❛❵Pr✐✈❛t❡❵✮ ♦♥ ✩❈♦♥t❡①tP❛t❤✱
✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❢✇❙❛✈❡Pr♦❥❡❝t✱ ❢✇❈❛♥♦♥✐❝❛❧P♦✐♥ts✱ ❢✇❙❛♥✐t✐③❡▲✐♥❡s✱ ❡t❝✳ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥✿

✶✳ ❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✬s ❣❡♦♠❡tr②✲❣❡♥❡r❛t♦r ❝❡❧❧ ✖ ✐t ✇r✐t❡s t❤❡ ✳✇❧ ✜❧❡✳
✷✳ ■♥ t❤❡ ❋✐❧❡ t❛❜✱ ▲♦❛❞ ✳✇❧ t❤❛t ✜❧❡✳
✸✳ ❆ss✐❣♥ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s t❛❜ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧♦❛❞s ❧✐st❡❞ ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡✬s

✏❆♣♣❧②✐♥❣ ❧♦❛❞s✑ st❡♣s✳
✹✳ ❘❡s✉❧ts t❛❜ → s❡❧❡❝t ❛ ❧♦❛❞ ❝❛s❡ → ❘✉♥ ❋❊❆✳

■❢ ❋r❛♠✐❝❛❬❪ ❝♦♠❡s ✉♣ ❜❧✉❡✴✉♥❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❢t❡r ❛ r❡st❛rt✱ ❧♦❛❞ t❤❡ ♣❛❝❧❡t ✜rst ✭◆❡❡❞s❬✳✳✳❪✮ ✐♥ ✐ts
♦✇♥ ❝❡❧❧❀ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐t ❛❧s♦ ❝❧❡❛rs ❛♥② str❛② ●❧♦❜❛❧❵❋r❛♠✐❝❛ t❤❛t t❤❡ ❢r♦♥t ❡♥❞ ♠❛② ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞✳

✸✸



❈❤❛♣t❡r ✶✹

❲♦r❦❡❞ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✖ P♦rt❛❧ ❋r❛♠❡

✶✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❆ ♣♦rt❛❧ ❢r❛♠❡ ✐s ❛ r✐❣✐❞ ♣❧❛♥❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t✇♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❜❡❛♠ ♦r ♣✐t❝❤❡❞
r❛❢t❡rs✱ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t✲r❡s✐st✐♥❣ ❥♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❡❛✈❡s✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦✈❡rs t❤r❡❡ ✈❛r✐❛♥ts✿

❼ P❛rt ❆ ✖ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣♦rt❛❧✱ ✜①❡❞ ❜❛s❡s✳ ❋✉❧❧ ❤❛♥❞✲❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳
❼ P❛rt ❇ ✖ P✐t❝❤❡❞ ♣♦rt❛❧✱ t✇♦ ✐♥❝❧✐♥❡❞ r❛❢t❡rs✳
❼ P❛rt ❈ ✖ ✸❉ ♠✉❧t✐✲❜❛② ✐♥❞✉str✐❛❧ s❤❡❞✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ XZ ♣❧❛♥❡✱ s❡t t❤❡ ✈✐❡✇♣♦rt t♦ ❊❧❨ ❢♦r ❛ st❛♥❞❛r❞ str✉❝t✉r❛❧
❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✈✐❡✇✳

✶✹✳✷ P❛rt ❆ ✖ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r P♦rt❛❧ ❋r❛♠❡

✶✹✳✷✳✶ ●❡♦♠❡tr②

✶✹✳✷✳✷ ●❡♦♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦r

▲✐st✐♥❣ ✶✹✳✶✿ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣♦rt❛❧ ❢r❛♠❡ ❣❡♥❡r❛t♦r

✸✹



❈❍❆P❚❊❘ ✶✹✳ ❲❖❘❑❊❉ ❊❳❆▼P▲❊ ✶ ✖ P❖❘❚❆▲ ❋❘❆▼❊ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❚❛❜❧❡ ✶✹✳✶✿ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣♦rt❛❧ ❢r❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr② ✭L = 6♠✱ h = 4♠✮

◆♦❞❡ X Y Z ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

✶ ✵ ✵ ✵ ▲❡❢t ❜❛s❡ ✭✜①❡❞ s✉♣♣♦rt✮
✷ ✻ ✵ ✵ ❘✐❣❤t ❜❛s❡ ✭✜①❡❞ s✉♣♣♦rt✮
✸ ✵ ✵ ✹ ▲❡❢t ❡❛✈❡s
✹ ✻ ✵ ✹ ❘✐❣❤t ❡❛✈❡s

❚❛❜❧❡ ✶✹✳✷✿ P♦rt❛❧ ❢r❛♠❡ ♠❡♠❜❡rs

▼❡♠❜❡r ❋r♦♠ → ❚♦ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

✶ ✶ → ✸ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥
✷ ✷ → ✹ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥
✸ ✸ → ✹ ❘❛❢t❡r ✴ ❜❡❛♠

▼♦❞✉❧❡ ❬④❧✐♥❡s ✱ ♣ts ✱ ♥♦❞❡Pr♦♣s ✱ ❧♦❛❞❈❛s❡s⑥✱

❧✐♥❡s ❂ ④

④④✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳⑥✱ ④✵✳✱ ✵✳✱ ✹✳⑥⑥✱ ✭✯ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ✯✮

④④✻✳✱ ✵✳✱ ✵✳⑥✱ ④✻✳✱ ✵✳✱ ✹✳⑥⑥✱ ✭✯ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ✯✮

④④✵✳✱ ✵✳✱ ✹✳⑥✱ ④✻✳✱ ✵✳✱ ✹✳⑥⑥ ✭✯ ❜❡❛♠ ✯✮

⑥❀

♣ts ❂ ❢✇❈❛♥♦♥✐❝❛❧P♦✐♥ts❬❢✇❙❛♥✐t✐③❡▲✐♥❡s❬❧✐♥❡s ❪❪❀

♥♦❞❡Pr♦♣s ❂ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❅ ❚❛❜❧❡❬

■❢❬♣ts❬❬✐✱✸❪❪ ❁ ✵✳✵✶✱

✐ ✲❃ ❁⑤✧❘❡❧❡❛s❡✧ ✲❃ ✧❋✐①❡❞✧⑤❃✱ ◆♦t❤✐♥❣❪✱

④✐✱ ▲❡♥❣t❤❬♣ts ❪⑥❪❀

❧♦❛❞❈❛s❡s ❂ ❁⑤

✧●❴❞❡❛❞✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃✱

✧◗❴✐♠♣✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃✱

✧❲❴✇✐♥❞✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃✱

✧❯▲❙✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✧✱

✧❈♦♠♣♦♥❡♥ts✧ ✲❃❁⑤✧●❴❞❡❛❞✧ ✲❃✶✳✸✺✱✧◗❴✐♠♣✧ ✲❃✶✳✺⑤❃⑤❃

⑤❃❀

❢✇❙❛✈❡Pr♦❥❡❝t❬

❋✐❧❡◆❛♠❡❏♦✐♥ ❬④ ✩❍♦♠❡❉✐r❡❝t♦r② ✱✧❉❡s❦t♦♣✧✱✧♣♦rt❛❧❴❢r❛♠❡✳✇❧✧⑥❪✱

❧✐♥❡s ✱ ♣ts ✱ ❁⑤⑤❃✱ ♥♦❞❡Pr♦♣s ✱ ❁⑤⑤❃✱ ❧♦❛❞❈❛s❡s ✱

❁⑤✧❊❞✐t▼♦❞❡✧✲❃✧▼❡♠❜❡rs✧✱✧❙❤♦✇Pt▲❛❜❡❧s✧✲❃❚r✉❡ ✱

✧❙❤♦✇▲♥▲❛❜❡❧s✧✲❃❚r✉❡ ✱✧P❧♦t❙✐③❡✧ ✲❃✻✵✵✱

✧❈✉rr❡♥t▲♦❛❞❈❛s❡✧✲❃✧●❴❞❡❛❞✧⑤❃❪

❪

✶✹✳✷✳✸ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❧♦❛❞s

●❴❞❡❛❞ ❙❡❧❡❝t ❜❡❛♠ ✭♠❡♠❜❡r ✸✮✳ ❯❉▲✱ ●❧♦❜❛❧✿ wz = −10 ❦◆✴♠✱ wx = wy = 0✳

◗❴✐♠♣ ❙❡❧❡❝t ❜❡❛♠✳ ❯❉▲✱ ●❧♦❜❛❧✿ wz = −5 ❦◆✴♠✳

✸✺



❈❍❆P❚❊❘ ✶✹✳ ❲❖❘❑❊❉ ❊❳❆▼P▲❊ ✶ ✖ P❖❘❚❆▲ ❋❘❆▼❊ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❲❴✇✐♥❞ ◆♦❞❡s ♠♦❞❡❀ s❡❧❡❝t ❧❡❢t ❡❛✈❡s ♥♦❞❡ ✭♥♦❞❡ ✸✮✳ P♦✐♥t ❋♦r❝❡✱ ●❧♦❜❛❧✿ Fx = +20 ❦◆✳

❯▲❙ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✿ 1.35G❞❡❛❞ + 1.5Q✐♠♣✳

✶✹✳✷✳✹ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✜①❡❞ ❜❛s❡✱ s❛♠❡ EI✱ ❯❉▲ w ♦♥ ❜❡❛♠✮

❋♦r ❛ ✜①❡❞✲❜❛s❡ s②♠♠❡tr✐❝ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣♦rt❛❧ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ EI t❤r♦✉❣❤♦✉t✱ s♣❛♥ L✱
❝♦❧✉♠♥ ❤❡✐❣❤t h✱ ❛♥❞ ❯❉▲ w ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠✿

M❡❛✈❡s =
wL3

6(2L+ h)
✭✶✹✳✶✮

M❜❛s❡ =
M❡❛✈❡s

2
=

wL3

12(2L+ h)
✭✶✹✳✷✮

M♠✐❞ =
wL2(2L+ 3h)

24(2L+ h)
✭✶✹✳✸✮

H =
wL3

4h(2L+ h)
✭✶✹✳✹✮

δ♠✐❞ =
1

EI

(

5wL4

384
−

M❡❛✈❡s L
2

8

)

✭✶✹✳✺✮

❚❛❜❧❡ ✶✹✳✸✿ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r w = 10 ❦◆✴♠✱ L = 6♠✱ h = 4♠✱ ■P❊ ✷✹✵ ✭EI = 8173 ❦◆♠2✮

◗✉❛♥t✐t② ❋♦r♠✉❧❛ ❱❛❧✉❡ ❋❊❆ t❛r❣❡t

M❡❛✈❡s ✭❤♦❣❣✐♥❣✮ ❊q✳ ✭✶✹✳✶✮ ✷✷✳✺ ❦◆♠ ✷✷✳✺ ❦◆♠
M❜❛s❡ ✭❤♦❣❣✐♥❣✮ ❊q✳ ✭✶✹✳✷✮ ✶✶✳✷✺ ❦◆♠ ✶✶✳✷✺ ❦◆♠
M♠✐❞ ✭s❛❣❣✐♥❣✮ ❊q✳ ✭✶✹✳✸✮ ✷✷✳✺ ❦◆♠ ✷✷✳✺ ❦◆♠
H ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ t❤r✉st✮ ❊q✳ ✭✶✹✳✹✮ ✽✳✹✹ ❦◆ ✽✳✹✹ ❦◆
V ✭✈❡rt✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥✮ wL/2 ✸✵✳✵ ❦◆ ✸✵✳✵ ❦◆
δ♠✐❞ ❊q✳ ✭✶✹✳✺✮ ✽✳✸♠♠ ≈8.3♠♠

❈♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✿ ❋♦r t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ✭L/h = 3/2✮✱ t❤❡ ❡❛✈❡s ❛♥❞ ♠✐❞s♣❛♥ ♠♦♠❡♥ts ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧
❜❡❝❛✉s❡ 3h = 2L✳ ❋♦r ❛♥② ♦t❤❡r L/h r❛t✐♦ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛❜♦✈❡✳

✶✹✳✸ P❛rt ❇ ✖ P✐t❝❤❡❞ P♦rt❛❧ ❋r❛♠❡

✶✹✳✸✳✶ ●❡♦♠❡tr② ❝❤❛♥❣❡s

▲✐st✐♥❣ ✶✹✳✷✿ P✐t❝❤❡❞ ♣♦rt❛❧ ❣❡♦♠❡tr②

❧✐♥❡s ❂ ④

④④✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳⑥✱ ④✵✳✱ ✵✳✱ ✹✳⑥⑥✱ ✭✯ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ✯✮

④④✽✳✱ ✵✳✱ ✵✳⑥✱ ④✽✳✱ ✵✳✱ ✹✳⑥⑥✱ ✭✯ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ✯✮

④④✵✳✱ ✵✳✱ ✹✳⑥✱ ④✹✳✱ ✵✳✱ ✺✳✺⑥⑥✱ ✭✯ ❧❡❢t r❛❢t❡r ✯✮

④④✹✳✱ ✵✳✱ ✺✳✺⑥✱ ④✽✳✱ ✵✳✱ ✹✳⑥⑥ ✭✯ r✐❣❤t r❛❢t❡r ✯✮

⑥❀

✸✻



❈❍❆P❚❊❘ ✶✹✳ ❲❖❘❑❊❉ ❊❳❆▼P▲❊ ✶ ✖ P❖❘❚❆▲ ❋❘❆▼❊ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❚❛❜❧❡ ✶✹✳✹✿ P✐t❝❤❡❞ ♣♦rt❛❧ ❢r❛♠❡ ♥♦❞❡s ✭L = 8♠✱ h = 4♠✱ r✐❞❣❡ = 5.5♠✮

◆♦❞❡ X Y Z ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

✶ ✵ ✵ ✵✳✵ ▲❡❢t ❜❛s❡
✷ ✽ ✵ ✵✳✵ ❘✐❣❤t ❜❛s❡
✸ ✵ ✵ ✹✳✵ ▲❡❢t ❡❛✈❡s
✹ ✽ ✵ ✹✳✵ ❘✐❣❤t ❡❛✈❡s
✺ ✹ ✵ ✺✳✺ ❘✐❞❣❡ ✭♣✐t❝❤ ≈ 20.6◦✮

✶✹✳✸✳✷ ❑❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛♥t

❚❛❜❧❡ ✶✹✳✺✿ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✈s✳ ♣✐t❝❤❡❞ ♣♦rt❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❆s♣❡❝t ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r P✐t❝❤❡❞

❘❛❢t❡r ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡ ◆❡❛r ③❡r♦ ✭♣✉r❡ ❜❡♥❞✐♥❣✮ ◆♦♥✲③❡r♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✖ ♣❛rt❧②
❛r❝❤✲❧✐❦❡

❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❛s❡ t❤r✉st ▲♦✇❡r ❍✐❣❤❡r ❢♦r s❛♠❡ s♣❛♥
❙♥♦✇ ❧♦❛❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❱❡rt✐❝❛❧ ❂ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ❜❡❛♠ ❉✐st✐♥❣✉✐s❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈s✳ s❧♦♣❡✲

♥♦r♠❛❧
❘✐❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ◆♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ▼♦♠❡♥t✲r❡s✐st✐♥❣❀ ♣✐♥♥❡❞ r✐❞❣❡

❝r❡❛t❡s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✶✹✳✹ P❛rt ❈ ✖ ✸❉ ❚✇♦✲❇❛② ■♥❞✉str✐❛❧ ❙❤❡❞

▲✐st✐♥❣ ✶✹✳✸✿ ✸❉ ♣♦rt❛❧ s❤❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r

▼♦❞✉❧❡ ❬④

▲ ❂ ✽✳✵✱ ❤ ❂ ✹✳✵✱ ❤r ❂ ✺✳✺✱

❜❛② ❂ ✻✳✵✱ ♥❇❛②s ❂ ✷✱

❧✐♥❡s ✱ ♣ts ✱ ♥♦❞❡Pr♦♣s ✱ ❧♦❛❞❈❛s❡s

⑥✱

❧✐♥❡s ❂ ❋❧❛tt❡♥❬❚❛❜❧❡❬

④ ④④✵✳✱❦✯❜❛② ✱✵✳⑥✱④✵✳✱❦✯❜❛② ✱❤⑥⑥✱ ④④▲✱❦✯❜❛② ✱✵✳⑥✱④▲✱❦✯❜❛② ✱❤⑥⑥✱

④④✵✳✱❦✯❜❛② ✱❤⑥✱④▲✴✷✱❦✯❜❛② ✱❤r⑥⑥✱ ④④▲✴✷✱❦✯❜❛② ✱❤r⑥✱④▲✱❦✯❜❛② ✱❤⑥⑥ ⑥✱

④❦✱ ✵✱ ♥❇❛②s⑥❪✱ ✷❪❀

❉♦❬

❆♣♣❡♥❞❚♦❬❧✐♥❡s ✱ ④④✵✳✱❦✯❜❛② ✱❤⑥✱④✵✳✱✭❦✰✶✮✯❜❛② ✱❤⑥⑥❪❀

❆♣♣❡♥❞❚♦❬❧✐♥❡s ✱ ④④▲✱ ❦✯❜❛② ✱❤⑥✱④▲✱ ✭❦✰✶✮✯❜❛② ✱❤⑥⑥❪❀

❆♣♣❡♥❞❚♦❬❧✐♥❡s ✱ ④④▲✴✷✱❦✯❜❛② ✱❤r⑥✱④▲✴✷✱✭❦✰✶✮✯❜❛② ✱❤r⑥⑥❪✱

④❦✱ ✵✱ ♥❇❛②s ✲✶⑥❪❀

❆♣♣❡♥❞❚♦❬❧✐♥❡s ✱ ④④✵✳ ✱✵✳ ✱✵✳⑥ ✱④✵✳ ✱❜❛② ✱❤⑥⑥❪❀

❆♣♣❡♥❞❚♦❬❧✐♥❡s ✱ ④④▲✱ ✵✳✱✵✳⑥✱④▲✱ ❜❛② ✱❤⑥⑥❪❀

♣ts ❂ ❢✇❈❛♥♦♥✐❝❛❧P♦✐♥ts❬❢✇❙❛♥✐t✐③❡▲✐♥❡s❬❧✐♥❡s ❪❪❀

♥♦❞❡Pr♦♣s ❂ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❅ ❚❛❜❧❡❬

■❢❬♣ts❬❬✐✱✸❪❪ ❁ ✵✳✵✶✱ ✐ ✲❃ ❁⑤✧❘❡❧❡❛s❡✧✲❃✧❋✐①❡❞✧⑤❃✱ ◆♦t❤✐♥❣❪✱

④✐✱ ▲❡♥❣t❤❬♣ts ❪⑥❪❀

❢✇❙❛✈❡Pr♦❥❡❝t❬

✸✼



❈❍❆P❚❊❘ ✶✹✳ ❲❖❘❑❊❉ ❊❳❆▼P▲❊ ✶ ✖ P❖❘❚❆▲ ❋❘❆▼❊ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❋✐❧❡◆❛♠❡❏♦✐♥ ❬④ ✩❍♦♠❡❉✐r❡❝t♦r② ✱✧❉❡s❦t♦♣✧✱✧♣♦rt❛❧❴s❤❡❞❴✸❉✳✇❧✧⑥❪✱

❧✐♥❡s ✱ ♣ts ✱ ❁⑤⑤❃✱ ♥♦❞❡Pr♦♣s ✱ ❁⑤⑤❃✱

❁⑤✧●❴❞❡❛❞✧✲❃❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃✱

✧◗❴r♦♦❢✧ ✲❃❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃✱

✧❲❴✇✐♥❞❨✧ ✲❃❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃⑤❃✱

❁⑤✧P❧♦t❙✐③❡✧ ✲❃✻✺✵✱✧❈✉rr❡♥t▲♦❛❞❈❛s❡✧✲❃✧●❴❞❡❛❞✧⑤❃❪

❪

❇r❛❝✐♥❣ ❜❛②✿ ❲✐t❤♦✉t t❤❡ ✇❛❧❧ ❜r❛❝✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs✱ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❤❛s ♥♦ ❧❛t❡r❛❧ st✐✛♥❡ss ✐♥ Y ❛♥❞ ❋❊❆
✇✐❧❧ ❢❛✐❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❜r❛❝✐♥❣ ❜❛②✳

✸✽



❈❤❛♣t❡r ✶✺

❲♦r❦❡❞ ❊①❛♠♣❧❡ ✷ ✖ ▼✉❧t✐✲❙t♦r❡② ▼♦✲
♠❡♥t ❋r❛♠❡

✶✺✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❆ ♠✉❧t✐✲st♦r❡② ♠♦♠❡♥t ❢r❛♠❡ r❡s✐sts ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ❧♦❛❞s t❤r♦✉❣❤ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ s❤❡❛r ✐♥
❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❜❡❛♠s✱ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t✲r❡s✐st✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛t ❡✈❡r② ❥♦✐♥t✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛
2× 2 ❜❛②✱ ✸✲st♦r❡② st❡❡❧ ❢r❛♠❡✳

✶✺✳✷ ●❡♦♠❡tr② P❛r❛♠❡t❡rs

✶✺✳✸ ●❡♦♠❡tr② ●❡♥❡r❛t♦r

▲✐st✐♥❣ ✶✺✳✶✿ ▼✉❧t✐✲st♦r❡② ♠♦♠❡♥t ❢r❛♠❡ ❣❡♥❡r❛t♦r

✸✾



❈❍❆P❚❊❘ ✶✺✳ ❲❖❘❑❊❉ ❊❳❆▼P▲❊ ✷ ✖ ▼❯▲❚■✲❙❚❖❘❊❨ ▼❖▼❊◆❚ ❋❘❆▼❊ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❚❛❜❧❡ ✶✺✳✶✿ ▼♦♠❡♥t ❢r❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

❇❛②s ✐♥ X ✭nx✮ ✷
❇❛②s ✐♥ Y ✭ny✮ ✷
❇❛② ✇✐❞t❤ Lx = Ly ✺✳✵♠
❙t♦r❡② ❤❡✐❣❤t hs ✸✳✺♠
❙t♦r❡②s ns ✸ ❚♦t❛❧ ❤❡✐❣❤t ✶✵✳✺♠
❚♦t❛❧ ♥♦❞❡s ✸✻ (nx + 1)(ny + 1)(ns + 1)
❚♦t❛❧ ♠❡♠❜❡rs ✻✸ ✷✼ ❝♦❧✉♠♥s ✰ ✶✽ ❳✲❜❡❛♠s ✰ ✶✽ ❨✲❜❡❛♠s

▼♦❞✉❧❡ ❬④

♥① ❂ ✷✱ ▲① ❂ ✺✳✵✱ ♥② ❂ ✷✱ ▲② ❂ ✺✳✵✱ ♥s ❂ ✸✱ ❤s ❂ ✸✳✺✱

♣t✱ ❧✐♥❡s ✱ ♣ts ✱ ♥♦❞❡Pr♦♣s ✱ ❧♦❛❞❈❛s❡s

⑥✱

♣t❬✐❴ ✱ ❥❴ ✱ ❦❴❪ ✿❂ ◆ ❅ ④✐✯▲①✱ ❥✯▲②✱ ❦✯❤s⑥❀

❧✐♥❡s ❂ ❋❧❛tt❡♥ ❬④

❚❛❜❧❡ ❬④♣t❬✐✱❥✱❦❪✱ ♣t❬✐✱❥✱❦✰✶❪⑥✱

④❦✱✵✱♥s ✲✶⑥✱④✐✱✵✱♥①⑥✱④❥✱✵✱♥②⑥❪✱

❚❛❜❧❡ ❬④♣t❬✐✱❥✱❦❪✱ ♣t❬✐✰✶✱❥✱❦❪⑥✱

④❦✱✶✱♥s⑥✱④❥✱✵✱♥②⑥✱④✐✱✵✱♥① ✲✶⑥❪✱

❚❛❜❧❡ ❬④♣t❬✐✱❥✱❦❪✱ ♣t❬✐✱❥✰✶✱❦❪⑥✱

④❦✱✶✱♥s⑥✱④✐✱✵✱♥①⑥✱④❥✱✵✱♥② ✲✶⑥❪

⑥✱ ✸❪❀

♣ts ❂ ❢✇❈❛♥♦♥✐❝❛❧P♦✐♥ts❬❢✇❙❛♥✐t✐③❡▲✐♥❡s❬❧✐♥❡s ❪❪❀

♥♦❞❡Pr♦♣s ❂ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❅ ❚❛❜❧❡❬

■❢❬♣ts❬❬✐✱✸❪❪ ❁ ✵✳✵✶✱ ✐ ✲❃ ❁⑤✧❘❡❧❡❛s❡✧✲❃✧❋✐①❡❞✧⑤❃✱ ◆♦t❤✐♥❣❪✱

④✐✱ ▲❡♥❣t❤❬♣ts ❪⑥❪❀

❧♦❛❞❈❛s❡s ❂ ❁⑤

✧●❴❞❡❛❞✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧✲❃④

❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧●r❛✈✐t②✧✱✧❣①✧ ✲❃✵✱✧❣②✧ ✲❃✵✱✧❣③✧ ✲❃✲✾✳✽✶⑤❃⑥⑤❃✱

✧◗❴✐♠♣✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃✱

✧❲①❴✇✐♥❞✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃✱

✧❯▲❙❴●◗✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✧✱

✧❈♦♠♣♦♥❡♥ts✧ ✲❃❁⑤✧●❴❞❡❛❞✧ ✲❃✶✳✸✺✱✧◗❴✐♠♣✧ ✲❃✶✳✺⑤❃⑤❃✱

✧❯▲❙❴●◗❲✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✧✱

✧❈♦♠♣♦♥❡♥ts✧ ✲❃❁⑤✧●❴❞❡❛❞✧ ✲❃✶✳✸✺✱✧◗❴✐♠♣✧ ✲❃✶✳✵✺✱✧❲①❴✇✐♥❞✧ ✲❃✶✳✺⑤❃⑤❃

⑤❃❀

❢✇❙❛✈❡Pr♦❥❡❝t❬

❋✐❧❡◆❛♠❡❏♦✐♥ ❬④ ✩❍♦♠❡❉✐r❡❝t♦r② ✱✧❉❡s❦t♦♣✧✱✧♠♦♠❡♥t❴❢r❛♠❡❴✸❉✳✇❧✧⑥❪✱

❧✐♥❡s ✱ ♣ts ✱ ❁⑤⑤❃✱ ♥♦❞❡Pr♦♣s ✱ ❁⑤⑤❃✱ ❧♦❛❞❈❛s❡s ✱

❁⑤✧P❧♦t❙✐③❡✧ ✲❃✼✵✵✱✧❈✉rr❡♥t▲♦❛❞❈❛s❡✧✲❃✧●❴❞❡❛❞✧⑤❃❪

❪

✶✺✳✹ ❙❡❝t✐♦♥ ❆ss✐❣♥♠❡♥t

✹✵



❈❍❆P❚❊❘ ✶✺✳ ❲❖❘❑❊❉ ❊❳❆▼P▲❊ ✷ ✖ ▼❯▲❚■✲❙❚❖❘❊❨ ▼❖▼❊◆❚ ❋❘❆▼❊ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❚❛❜❧❡ ✶✺✳✷✿ ❙✉❣❣❡st❡❞ s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✸❉ ♠♦♠❡♥t ❢r❛♠❡

●r♦✉♣ ▲❡✈❡❧ ✭③✱ ♠✮ ❙❡❝t✐♦♥ ◆♦t❡s

❝♦❧❴❙✶ 0 → 3.5 ❍❊❆ ✷✹✵ ❍✐❣❤❡st ❞❡♠❛♥❞
❝♦❧❴❙✷ 3.5 → 7.0 ❍❊❆ ✷✹✵ ▼❛t❝❤ ❙✶ ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐t②
❝♦❧❴❙✸ 7.0 → 10.5 ❍❊❆ ✷✵✵ ❘❡❞✉❝❡❞ ❧♦❛❞ ❛t t♦♣
❜❡❛♠s❴▲✶ ▲❡✈❡❧ ✶ ✭z = 3.5✮ ■P❊ ✸✻✵
❜❡❛♠s❴▲✷ ▲❡✈❡❧ ✷ ✭z = 7.0✮ ■P❊ ✸✻✵
❜❡❛♠s❴r♦♦❢ ❘♦♦❢ ✭z = 10.5✮ ■P❊ ✸✵✵ ▲✐❣❤t❡r ✐♠♣♦s❡❞ ❧♦❛❞

✶✺✳✺ ❲✐♥❞ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✖ P♦rt❛❧ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ P♦rt❛❧ ▼❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦❧✉♠♥ s❤❡❛rs ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❡♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❢♦r ♠✉❧t✐✲st♦r❡②
❢r❛♠❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ Y ✲❢r❛♠❡ ❧✐♥❡s ❝❛rr✐❡s 1/3 ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢♦r❝❡✿ 45 ❦◆/3 = 15 ❦◆
♣❡r ✢♦♦r ♣❡r ❢r❛♠❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✺✳✸✿ P♦rt❛❧ ▼❡t❤♦❞ ✖ st♦r❡② s❤❡❛rs ✭F = 15 ❦◆✴✢♦♦r✱ n = 2 ❜❛②s✮

❙t♦r❡② Vk ✭❦◆✮ ❊①t✳ s❤❡❛r ✭❦◆✮ ■♥t✳ s❤❡❛r ✭❦◆✮

✸ ✭t♦♣✮ ✶✺ ✸✳✼✺ ✼✳✺✵
✷ ✸✵ ✼✳✺✵ ✶✺✳✵
✶ ✹✺ ✶✶✳✷✺ ✷✷✳✺

❚❛❜❧❡ ✶✺✳✹✿ P♦rt❛❧ ▼❡t❤♦❞ ✖ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❡♥❞ ♠♦♠❡♥ts ✭hs/2 = 1.75♠✮

❙t♦r❡② M❡①t ✭❦◆♠✮ M✐♥t ✭❦◆♠✮ ▲❡✈❡❧ M❜❡❛♠ ❡♥❞ ✭❦◆♠✮

✸ 3.75× 1.75 = 6.6 7.5× 1.75 = 13.1 ❘♦♦❢ ✻✳✻
✷ 7.5× 1.75 = 13.1 15.0× 1.75 = 26.3 ▲❡✈❡❧ ✷ ✶✾✳✼
✶ 11.25× 1.75 = 19.7 22.5× 1.75 = 39.4 ▲❡✈❡❧ ✶ ✸✷✳✽

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✶✻

❲♦r❦❡❞ ❊①❛♠♣❧❡ ✸ ✖ ❙❝❤✇❡❞❧❡r ❉♦♠❡

✶✻✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❆ ❙❝❤✇❡❞❧❡r ❞♦♠❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ❧❛tt✐❝❡ ❞♦♠❡ ✇✐t❤ ♠❡r✐❞✐♦♥❛❧ r✐❜s✱ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ r✐♥❣s✱ ❛♥❞
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜r❛❝✐♥❣✳

✶✻✳✷ ●❡♦♠❡tr② P❛r❛♠❡t❡rs

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✶✿ ❙❝❤✇❡❞❧❡r ❞♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡ ◆♦t❡s

❇❛s❡ r❛❞✐✉s R ✶✵✳✵♠
❈r♦✇♥ ❤❡✐❣❤t H ✺✳✵♠ ❘✐s❡✴s♣❛♥ = 0.25
❙♣❤❡r❡ r❛❞✐✉s rs ✶✷✳✺♠ rs = (R2 +H2)/(2H)
▼❡r✐❞✐❛♥s n ✶✷ 30◦ s♣❛❝✐♥❣
■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r✐♥❣s ✸ P❧✉s ❜❛s❡ ❛♥❞ ❛♣❡①
❚♦t❛❧ ♥♦❞❡s ✹✾
❚♦t❛❧ ♠❡♠❜❡rs ✶✸✷

✹✷



❈❍❆P❚❊❘ ✶✻✳ ❲❖❘❑❊❉ ❊❳❆▼P▲❊ ✸ ✖ ❙❈❍❲❊❉▲❊❘ ❉❖▼❊ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

❚❤❡ r✐♥❣ r❛❞✐✐ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

r(z) =
√

r2s − (z + rs −H)2

✶✻✳✸ ●❡♦♠❡tr② ●❡♥❡r❛t♦r

▲✐st✐♥❣ ✶✻✳✶✿ ❙❝❤✇❡❞❧❡r ❞♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr② ❣❡♥❡r❛t♦r

▼♦❞✉❧❡ ❬④

❘❂✶✵✳✵ ✱ ❍❂✺✳✵✱ ♥❂✶✷✱ ♥❘❂✸✱

rs✱ ③▲❡✈ ✱ r▲❡✈ ✱ ❝♦✱ ❛♣① ✱ ❧✐♥❡s ✱ ♣ts ✱ ♥♦❞❡Pr♦♣s ✱ ❧♦❛❞❈❛s❡s

⑥✱

rs ❂ ✭❘❫✷ ✰ ❍❫✷✮✴✭✷ ❍✮❀

③▲❡✈ ❂ ◆ ❅ ❚❛❜❧❡❬❦ ❍✴✭♥❘✰✶✮✱ ④❦✱ ✵✱ ♥❘✰✶⑥❪❀

r▲❡✈ ❂ ◆ ❅ ❙qrt❬rs❫✷ ✲ ✭③▲❡✈ ✰ rs ✲ ❍✮❫✷❪❀

❝♦❬❧❡✈❴ ✱ ❦❴❪ ✿❂ ④r▲❡✈❬❬❧❡✈ ✰✶❪❪ ❈♦s❬✷ P✐ ❦✴♥❪✱

r▲❡✈❬❬❧❡✈ ✰✶❪❪ ❙✐♥❬✷ P✐ ❦✴♥❪✱ ③▲❡✈❬❬❧❡✈ ✰✶❪❪⑥❀

❛♣① ❂ ④✵✳✱ ✵✳✱ ❍⑥❀

❧✐♥❡s ❂ ④⑥❀

❉♦❬❉♦❬❆♣♣❡♥❞❚♦❬❧✐♥❡s ✱ ◆❅④❝♦❬❧❡✈ ✱❦❪✱ ❝♦❬❧❡✈✰✶✱❦❪⑥❪✱

④❦✱✵✱♥✲✶⑥❪✱ ④❧❡✈ ✱✵✱♥❘ ✲✶⑥❪❀

❉♦❬❆♣♣❡♥❞❚♦❬❧✐♥❡s ✱ ◆❅④❝♦❬♥❘✱❦❪✱ ❛♣①⑥❪✱ ④❦✱✵✱♥✲✶⑥❪❀

❉♦❬❉♦❬❆♣♣❡♥❞❚♦❬❧✐♥❡s ✱ ◆❅④❝♦❬❧❡✈ ✱❦❪✱ ❝♦❬❧❡✈ ✱▼♦❞❬❦✰✶✱♥❪❪⑥❪✱

④❦✱✵✱♥✲✶⑥❪✱ ④❧❡✈ ✱✵✱♥❘⑥❪❀

❉♦❬❉♦❬❆♣♣❡♥❞❚♦❬❧✐♥❡s ✱ ◆❅④❝♦❬❧❡✈ ✱❦❪✱ ❝♦❬❧❡✈✰✶✱▼♦❞❬❦✰✶✱♥❪❪⑥❪✱

④❦✱✵✱♥✲✶⑥❪✱ ④❧❡✈ ✱✵✱♥❘ ✲✶⑥❪❀

♣ts ❂ ❢✇❈❛♥♦♥✐❝❛❧P♦✐♥ts❬❢✇❙❛♥✐t✐③❡▲✐♥❡s❬❧✐♥❡s ❪❪❀

♥♦❞❡Pr♦♣s ❂ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❅ ❚❛❜❧❡❬

■❢❬♣ts❬❬✐✱✸❪❪ ❁ ✵✳✵✶✱ ✐ ✲❃ ❁⑤✧❘❡❧❡❛s❡✧✲❃✧P✐♥♥❡❞✧⑤❃✱ ◆♦t❤✐♥❣❪✱

④✐✱ ▲❡♥❣t❤❬♣ts ❪⑥❪❀

❧♦❛❞❈❛s❡s ❂ ❁⑤

✧●❴s❡❧❢✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧✲❃④

❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧●r❛✈✐t②✧✱✧❣①✧ ✲❃✵✱✧❣②✧ ✲❃✵✱✧❣③✧ ✲❃✲✾✳✽✶⑤❃⑥⑤❃✱

✧◗❴s♥♦✇✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃✱

✧❲❴✇✐♥❞❳✧✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧Pr✐♠❛r②✧✱✧▲♦❛❞s✧ ✲❃④⑥⑤❃✱

✧❯▲❙❴●❙✧ ✲❃ ❁⑤✧❚②♣❡✧✲❃✧❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✧✱

✧❈♦♠♣♦♥❡♥ts✧ ✲❃❁⑤✧●❴s❡❧❢✧ ✲❃✶✳✸✺✱✧◗❴s♥♦✇✧ ✲❃✶✳✺⑤❃⑤❃

⑤❃❀

❢✇❙❛✈❡Pr♦❥❡❝t❬

❋✐❧❡◆❛♠❡❏♦✐♥ ❬④ ✩❍♦♠❡❉✐r❡❝t♦r② ✱✧❉❡s❦t♦♣✧✱✧s❝❤✇❡❞❧❡r❴❞♦♠❡✳✇❧✧⑥❪✱

❧✐♥❡s ✱ ♣ts ✱ ❁⑤⑤❃✱ ♥♦❞❡Pr♦♣s ✱ ❁⑤⑤❃✱ ❧♦❛❞❈❛s❡s ✱

❁⑤✧P❧♦t❙✐③❡✧ ✲❃✻✺✵✱ ✧❈✉rr❡♥t▲♦❛❞❈❛s❡✧✲❃✧●❴s❡❧❢✧⑤❃❪

❪

✹✸



❈❍❆P❚❊❘ ✶✻✳ ❲❖❘❑❊❉ ❊❳❆▼P▲❊ ✸ ✖ ❙❈❍❲❊❉▲❊❘ ❉❖▼❊ ❋r❛♠✐❝❛ ✈❇❡t❛ ✶✳✵

✶✻✳✹ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥

❋♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧♦❛❞ q ♦♥ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞♦♠❡ ♦❢ s♣❤❡r❡ r❛❞✐✉s rs✱ t❤❡ ♠❡r✐❞✐♦♥❛❧ t❤r✉st ♣❡r
✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ❛t t❤❡ ❜❛s❡ r✐♥❣ ✐s✿

N♠❡r✐❞ =
−q rs

1 + cosφ❜❛s❡

❋♦r q ≈ 0.6 ❦◆/♠2 ❛♥❞ φ❜❛s❡ ≈ 53◦✿

N♠❡r✐❞ ≈
−0.6× 12.5

1.6
≈ −4.7 ❦◆✴♠ =⇒ ≈ −24 ❦◆ ♣❡r ❜❛s❡ ♠❡♠❜❡r

✹✹
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❲♦r❦❡❞ ❊①❛♠♣❧❡ ✹ ✖ ❆r❝❤ ❇r✐❞❣❡ ✇✐t❤
❙✉s♣❡♥❞❡❞ ❉❡❝❦

✶✼✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❆ t❤r♦✉❣❤ t✐❡❞ ❛r❝❤ ❜r✐❞❣❡ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛r❝❤ r✐❜s ✭❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮✱ ❤❛♥❣❡rs ✭t❡♥s✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❞❡❝❦ ❜❡❛♠s
✭t✐❡ ✐♥ t❡♥s✐♦♥✮✳ ❆ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛r❝❤ ✉♥❞❡r ❯❉▲ ❝❛rr✐❡s ❧♦❛❞ ✐♥ ♣✉r❡ ❛①✐❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦
❜❡♥❞✐♥❣ ✖ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❛r❣❡t✳

✶✼✳✷ ●❡♦♠❡tr② P❛r❛♠❡t❡rs

❚❛❜❧❡ ✶✼✳✶✿ ❆r❝❤ ❜r✐❞❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

P❛r❛♠❡t❡r ❙②♠❜♦❧ ❱❛❧✉❡

❙♣❛♥ L ✸✵✳✵♠
❆r❝❤ r✐s❡ f ✻✳✵♠ ✭f/L = 1/5✮
❇r✐❞❣❡ ✇✐❞t❤ W ✹✳✵♠
P❛♥❡❧s nP ✻ ✭❤❛♥❣❡r s♣❛❝✐♥❣ ✺♠✮
❚♦t❛❧ ♥♦❞❡s ✷✹
❚♦t❛❧ ♠❡♠❜❡rs ✹✻

❚❤❡ ❛r❝❤ ♣r♦✜❧❡✿

z❛r❝❤(x) =
4f

L2
x (L− x)

✹✺
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✶✼✳✹ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✖ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❆r❝❤ ❯♥❞❡r ❯❉▲

❋♦r ♦♥❡ ❛r❝❤ r✐❜✱ w = 10 ❦◆✴♠✱ L = 30♠✱ f = 6♠✿

H =
wL2

8f
=

10× 900

48
= 187.5 ❦◆ V =

wL

2
= 150 ❦◆

N(x) = −
√

H2 + V (x)2, V (x) = w
(

L
2
− x

)

❚❛❜❧❡ ✶✼✳✷✿ ❆r❝❤ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡ ❛t ♣❛♥❡❧ ♣♦✐♥ts ✭♦♥❡ r✐❜✱ w = 10 ❦◆✴♠✮

x ✭♠✮ V (x) ✭❦◆✮ N(x) ✭❦◆✮ ❈♦♠♠❡♥t

✵ ✶✺✵ −240.1 ▼❛① ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭s♣r✐♥❣✐♥❣✮
✺ ✶✵✵ −213.5
✶✵ ✺✵ −194.1
✶✺ ✵ −187.5 ❈r♦✇♥❀ ❡q✉❛❧s H
✷✵ −50 −194.1
✷✺ −100 −213.5
✸✵ −150 −240.1

❉❡❝❦ t✐❡ t❡♥s✐♦♥✿ N❞❡❝❦ = +H = +187.5 ❦◆ ✭✉♥✐❢♦r♠✮✳ ❍❛♥❣❡r ❢♦r❝❡s✿ Fh = w · dx = 10 × 5 =
50 ❦◆ ❡❛❝❤ ✭❡q✉❛❧ ✉♥❞❡r ❯❉▲✮✳ ❙✉♣♣♦rt Fx ≈ 0 ❦◆ ✖ t❤❡ ❦❡② t✐❡❞✲❛r❝❤ ❝❤❡❝❦✳
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